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PRÉFACE. 


L'étude  systématique  des  singularités  des  fonctions  analytiques 
commence  par  la  Thèse  de  M.  Iladamard  parue  dans  le  Journal  de 
Mathématiques,  en  i<S<p .  Ce  Mémoire,  devenu  déjà  classique,  a 
exercé  d'abord  sonintluence  par  les  beaux  résultats  de  sa  deuxième 
Partie  consacrée  à  l'étude  des  singularités  polaires;  toute  une 
série  de  géomètres,  parmi  lesquels  MM.  Fabry,  Leau,  Le  Roy,  etc. 
se  sont  efforcés  d'arriver  à  des  résultats  également  concrets.  La 
meilleure  preuve  de  leur  succès  est  l'exposé  bien  connu  que 
M.  Hadamard  a  publié,  en  1901,  sous  le  titre  La  série  de  Taylor 
et  son  prolongement  anal  y  tique  dans  la  collection  «  Scientia  ».  Il 
est  à  remarquer  cependant  que  la  plupart  des  théorèmes  ainsi 
établis  ne  font  que  déterminer  des  conditions  suffisantes  ou  bien 
pour  que  le  point  1  soit  le  seul  point  singulier  sur  le  cercle  de  conver- 
gence ou  dans  le  plan  complexe  entier,  ou  bien  pour  que  le  cercle 
de  comergence  soit  une  coupure,  et,  chose  curieuse,  souvent  les 
méthodes  bien  différentes  conçues  par  ces  auteurs  n'arrivent  qu'à 
reproduire  les  mêmes  résultats.  M.  Iladamard  a  signalé  la  cause 
des  difficultés  de  ces  recherches  en  établissant  une  distinction 
fondamentale  concernant  les  méthodes  à  suivre  dans  l'étude  des 
singularités. 

Considérons,  en  effet,  une  fonction  analytique  définie  par  son 
développement  taylorien 

f(x  1=7    a  a  X" 
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.•[  par  le  prolongemenl  analytique  de  cet  élémenl  de  fonction.  Il  y 
a  d'abord  des  méthodes  qui  ne  supposenl  aucune  restriction  sur  les 
coefficients  r/„.  Il  s'agit  donc  en  ce  cas  d'étudier  les  propriétés 
Si  aérales  de  la  fonction  analytique  et  en  particulier  relies  de  ses 
singularités.  L'importance  des  recherches  de  ce  genre  est  é\i- 
demmenl  très  grande.  Mais  il  es!  à  craindre,  ajoute  .M.  Hadamard, 
que  ces  résultats  ne  restenl  toujours  trop  peu  nombreux. 

<  )n  peut  supposer  d'autre  pari  que  la  fonction  à  étudier  appar- 

tienne  à  nue  classe   bien  coin de  fonctions  et   il  s'agit  alors  de 

caractériser  cette  chose  de  fonctions,  c'est-à-dire  les  propriétés 
qui  la  définissent,  par  Les  propriétés  limites  des  coefficients. 

Want  établi  cette  distinction,  M.  J  [adamard,  pour  mieux  assurer 
le  progrès  des  études  de  ce  genre,  propose  de  prendre  entre  ces 
points  de  vue  opposées  une  position  intermédiaire  convenable. 
C'est  une  telle  position  que  nous  avons  lâché  de  choisir  dans  le 
présent  (  ouvrage. 

Pour  faire  mieux  ressortir  l'idée  directrice  qui  nous  a  guidé  dans 
ce  choix  du  nouveau  point  de  vue,  faisons  une  remarque  simple 
qui  paraîtra  d'abord  presque  banale.  11  n'est  pas  exact  de  dire  que 
les  propriétés  de  la  fonction  analytique  définie  par  une  série  de 
Taylor  sont  déterminées  par  les  propriétés  limites  des  coefficients 
de  la  série.  La  forme  même  du  développement  entre  aussi  en  jeu 
et  son  rôle  n'est  pas  négligeable.  Il  faut  donc  replacer  les  coef- 
ficients dans  la  série  et  chercher  des  relations  entre  l'allure  de  la 
série  et  l'allure  de  la  fonction.  Plus  généralement,  la  détermination 
de  la  fonction  par  le  prolongement  analytique  d'une  série  de 
Taylor  est  mathématiquement  très  compliquée,  ce  n'est  que  logi- 
quement qu'elle  est  réalisée;  nous  devons  conquérir  pour  les 
mathématiques  cette  notion  purement  logique  de  la  (onction:  en 
d'autres  termes,  il  faudra  représenter  tout  le  contenu  de  ce  con- 
cept à  l'aide  des  moyens  dont  nous  disposons  dans  l'analyse 
mathématique.  Voilà  le  but  de  la  théorie  générale  des  fonctions 
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analytiques,  du  moins  au  point  de  vue  de  Méray-Weierstrass  <|ni  est 
aussi  le  nôtre.  Il  s'agit  donc  d'établir  des  relations  à  la  fois  géné- 
rales et  précises  entre  fonction  et  représentation. 

Ouel  sera  maintenant  notre  point  de  vue  intermédiaire?  Sauf 
dans  des  cas  exceptionnels  ou  pour  élucider  des  problèmes  déjà 
posés,  nous  ne  ferons  aucune  hypothèse  restrictive  sur  les  coef- 
ficients  a„.  Nos  résultats  entreront  donc  dans  la  théorie  générale 
des  fonctions  analytiques.  D'autre  part  nous  choisirons  en  même 
temps  des  singularités  plus  ou  moins  particulières,  telles  que  les 
pôles,  les  points  critiques  algébriques  ou  algébrico-logarithmiques, 
ou  bien  des  singularités  plus  générales  comme,  par  exemple,  celles 
où  l'on  suppose  que  la  fonction  soit  bornée  dans  un  certain  voisi- 
nage d'un  point  ou  bien  qu'elle  ne  le  soit  pas,  etc.,  et  nous  cher- 
cherons à  établir  des  relations  précises  entre  ces  singularités  et 
l'allure  de  la  réprésentation  (une  suite  de  polynômes  ou  de  fonc- 
tions entières  dans  l'espèce)  si  l'on  y  substitue  l'affixe  du  point 
singulier  en  question.  Ainsi,  tout  en  conservant  la  généralité, 
nous  aboutirons  à  des  résultats  concrets  qui  feront  partie  d'une 
étude  plus  particulière  des  fonctions  analytiques.  On  pourrait 
résumer  notre  point  de  vue  en  disant  que  nous  chercherons  à 
représenter  les  singularités  par  la  nature  particulière  de  la  diver- 
gence que  la  représentation  présente  au  point  envisagé. 

Toutes  les  recherches  de  ce  genre  sont  inspirées  par  la  troisième 
Partie  du  Mémoire  fondamental  de  M.  Hadamard.  Mais  les  \ues 
profondes  de  l'illustre  géomètre  sont  restées  sans  influence  jusqu'au 
jour  où,  à  la  suite  des  travaux  très  importants  de  M.  Borel  et  fie 
ceux  de  M.  Mittag-Leffler,  la  représentation  de  la  fonction  dans  ses 
points  réguliers  a  reçu  une  solution  aussi  générale  qu'inattendue. 
En  effet,  si  l'on  ne  spécialise  pas  la  classe  des  fonctions  analytiques 
envisagées,  l'étude  générale  de  la  singularité  en  un  point  signifie 
l'étude  des  valeurs  régulières  au  voisinage  de  ce  point.  Donc  on 
a  été  obligé  de  conquérir  d'abord,   par  une  formule  aussi  simple 
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et  aussi  compréhensive  que  possible,  les  valeurs  régulières  de  lu 
fonction  â  examiner.  Ce  ni  si  que  par  ees  recherches  que  le  chemin 
s'est  <>u\  erl  pour  une  théorie  générale  des  singularités  dont  nous 
tâchons  de  donner  la  première  esquisse  dans  le  présent  Ouvrage. 

Pour  rendre  plus  facile  la  lecture  de  ce  qui  va  suivre,  nous  avons 
établi  à  leur  place  les  propriétés  essentielles  de  chacune  des  repré- 
sentations dont  nous  nous  sommes  servi  au  cours  de  ce  Livre. 
Nous  avons  espéré  répondre  ainsi  aux  intentions  de  M.  Borel  ;i 
qui  nous  présentons  ici  nos  vifs  remerciai ents  d 'avoir  bien  voulu 
nous  donner  l'occasion  d'exposer  nos  recherches  dans  sa  Collec- 
tion. En  dehors  de  la  connaissance  des  propriétés  élémentaires 
des  fonctions  analytiques,  les  Leçons  de  M.  Lebesgue  sur  les 
séries  trigonométriques  sont  le  seul  (  ouvrage  dont  la  connaissance 
est  désirable  pour  la  lecture  du  présent  Livre. 

Nous  ne  pouvons  pas  enfin  passer  sous  silence  la  collaboration 
continue  et  si  efficace  de  M""  \  alérie  Dienes  qui  n'a  jamais  cessé 
de  nous  prêter  son  précieux  concours  pendant  toute  la  rédaction 
de  ce  Livre.  De  la  démonstration  de  quelques  théorèmes  nouveaux 
jusqu'à  la  révision  des  épreuves,  elle  a  pris  sa  pari  de  tout  le  tra- 
vail qu'exigeait  la  rédaction,  et  il  y  a  bien  peu  de  pages  qui  n'aient 
ressenti  l'effet  de  ses  conseils  soigneux. 

Paul  Dienes. 

Budapest,  février  191  >.. 
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CHAPITRE  I. 


LES  RECHERCHES  DE  M.  HADAMARD. 
L'ORDRE  D'UN   POINT  SINGULIER. 


I .    Considérons  une  fonction  analytique  de  x  définie  par  la  série 
de  Taylor 

se 

(')  /(*)  =2 a,ja?,t' 


et  par  le  prolongement  analytique  de  cet  élément  de  (onction 
au  sens  de  Weierstrass.  La  fonction  étant  complètement  déter- 
minée parla  suite  des  coefficients  a„,  toutes  ses  propriétés  doivenl 
se  révéler  dans  la  structure  de  ces  coefficients  tayloriens.  11  s  agit 
de  mettre  en  évidence  les  relations  de  ce  genre.  Par  exemple,  en 
partant  des  coefficients  envisagés,  on  a  pu  construire  des  expres- 
sions analytiques  telles,  qu'au  lieu  d'une  infinité  «le  séries  de 
Tajlor,  une  seule  formule  mathématique  relativement  simple, 
comme  une  série  de  polynômes  ou  une  série  de  fonctions  entières, 
représente  la  fonction  dans  un  domaine  d'holomorphie  de  plus  en 
plus  étendu. 

Dans  cet  ordre  d'idées,  le  problème  «les  singularités  se  pose  de 
la  façon  suivante  :  il  s'agit  d'établir  «les  rapports  à  la  fois  précis  et 
généraux  entre  l'allure  de  cette  formule  représentative  pour  une 
valeur  singulière  x0  et  l'allure  de  la  fonction  au  voisinage  de  ce 
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point  singulier.  Nous  chercherons  donc  à  représenter  la  fonction 
analytique,  même  en  ses  points  singuliers,  dans  un  sens  tel  que 
l'allure  singulière  de  la  formule,  si  l'on  y  substitue  l'affixe 
d'un  point  singulier,  nous  décèle  la  nature  de  la  singularité  en  <■<■ 
poinl . 

I.\     DÉRIVÉE    GÉNÉRALISÉE     DE     RIEMANH     ET     l.'ol'KR  ATION     Ha. 

2.  Pour  ces  recherches,  il  esl  indispensable  de  définir  exacte- 
ment quelques  espères  à? allures  de  la  fonction  au  voisinage  d'un 
point  singulier.  Tout  d'abord,  on  a  l;i  notion  pins  ou  moins  précise 
du  degré  d'infinitude  de  la  fonction  à  un  tel  point  xt).  On  dit  en 
ellet  que  la  fonction  devient  infinie  du  degré  r  si  le  rapport  de  la 
fonction  à  l'expression 

(2) 


(x  —  x0y 


reste  fini,  non  nul,  quand  on  s'approche  de  cc0-  En  général,  cepen- 
dant, la  valeur-limite  de  ce  rapport  pour  x  =  x0  varie  de  — oc 
à  -+-  oc,  même  après  qu'on  a  fixé  un  chemin  aboutissant  à  x0, 
c'est-à-dire  pour  le  même  chemin,  elle  peut  varier  de  —  oc 
à  -+-  oc  selon  les  points  choisis  pour  arriver  à  x0.  Il  faut  donc  intro- 
duire une  mesure  plus  précise  pour  caractériser  la  singularité  tout 
en  avant  soin  pourtant  qu'une  singularité  de  la  forme  (2)  soit 
mesurée  par  le  nombre  r. 

Remarquons  pour  cela  que,  /,  étant  le  premier  entier  supérieur 
à  r,  l'intégration  de  (2)  répétée  À-  fois  atténue  déjà  1*  singularité 
en  Xq.  En  effet,  après  l'opération  indiquée,  on  a  une  fonction  finie 
et  continue  à  ce  point.  On  pourrait  donc  mesurer  la  singularité  par 
sa  résistance  à  une  opération  semblable.  C'est  l'idée  de  M.  Darboux, 
développée  si  ingénieusement  par  M.  Hadamard  (■). 

On  voit  que  l'intégration  ordinaire  ne  peut  déceler  ainsi  que 
la  partie  entière  de  r.  En  général,  par  cette  opération,  les  singula- 
rités considérées,  dont  les  degrés  d'infinitude  diffèrent  de  moins 
d'une  unité,  ne  sont  pas  distinguées  l'une  de  l'autre.  Pour  3  arriver, 

M.  Hadamard  s'est  servi  de  l'intégration  et  de  la  différentiation 
*.  ^ 

(')  .1.  Hadamard,  Essai  sur  l'étude  de  fonctions  données  par  leur  dévelop- 
pement de  Taylor.  Thèse,  Paris  et  Journal  de  Mathématiques,  1892.  Partie  III. 
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d'indice  fractionnaire  ou  incommensurable  définies  par  Pue- 
mann  (  '  ). 

Mais  ici  une  objection  importante  se  pose.  On  veut  définir  pour 
une  fonction  analytique  quelconque  une  opération  en  vue  d'atté- 
nuer ses  singularités.  Est-ce  qu'une  telle  opération  qui,  au  fond. 
consiste  à  multiplier  les  coefficients  tayloriens  par  des  nombres  c«, 
n'introduit  pas  des  points  singuliers  nouveaux?  Evidemment  non 
s'il  s'agit  de  la  différentiation  et  de  l'intégration  ordinaire.  Il  faul 
se  rassurer  qu'il  en  est  de  même  de  l'opération  plus  générale  pour 
que  la  simplification  des  singularités  visée  par  nous  ne  soil  pas 
purement  fictive. 

Nous  allons  établir  à  cet  égard  un  théorème  dont  la  portée 
dépasse  de  beaucoup  l'application  que  nous  en  ferons. 

3.  Soit  donnée  une  fonction  c(^)  définie  entre  o  et  i  et  telle  que 
l'intégrale 

(3)  /     \v(t)\dt 

'-  o 

ait  un  sens.  Nous  allons  montrer  que  les  sommets  de  l'étoile  prin- 
cipale attacbée  à  la  fonction 

(4)  ?(*)=  /     v(t)f{xt)dt 

sont  tous  des  sommets  de  l'étoile  attachée  àf(x). 

L'étoile  principale  d'une  fonction  analytique  esl  définie  de  la 
manière  suivante.  Soit  x0  le  premier  point  singulier  rencontré  par 
un  rayon  issu  de  l'origine  (ce  point  peut  être  l'infini).  Supprimons 
la  partie  du  rayon  qui  continue  le  segment  (o,  x0)  à  l'infini,  et 
ellectuons  la  même  opération  pour  chaque  rayon  partant  de  l'ori- 
gine. Le  domaine  ainsi  obtenu  est  l'étoile  principale  de  centre  O 
attachée  à  la  fonction  f(x)  holomorphe  à  l'origine.  Les  points  x0 
ainsi  mis  en  évidence  sont  les  sommets  de  l'étoile.  . 

Supposons  que  le  point  x  se  trouve  à  l'intérieur  de  l'étoile. 
Quand  /  va  de  o  à  r,  le  produit  xt  décrit  le  segment  (o,a?)  dans 
chaque  point  duquel /(./)  est  holomorphe;  son  module  a  doue  un 


(')  B.  Ri* mann,  Versuch  einer  allgemeinen  Auffassung  der  Intégration  mnl 
Différentiation;  i>mt-  Muihematische  Werke,  •'    luflage,  p.  353. 
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maximum  fini.  Il  en  résulte  que  l'intégrale!  \)  a  un.  sens  pour  chaque 
point  à  I  intérieur  de  I  étoile. 

Mais  on  voit  facilement  que  la  fonction  ainsi  définie  a  une 
dérivée  bien  déterminée  dans  tons  les  points  envisagés.  En  effet, 
pour  h  assez  petit,  le  triangle  formé  |>;ir  les  points  o,  ./ .  x  -h  h  se 
trouve  nécessairement  à  l'intérieur  «le  l'étoile,  de  sorte  que,  dans 
I 'ex.pi •<  --ion 


cp(a?  -j-  h) —  <p(x)  =   !    v(t)[f(xt-\-ht)—f(xt)] 

■  o 


la  quantité  entre  les  crochets  peut  s'écrire 


/(xt-hht)-f(xt)  =  ltt\f'(xt)  H-  0e], 

où  |0|<  i   et  z  tend  vers  o  avec  h  indépendamment  de  /.  Ce  qui 
nous  donne 

^af+h)-?{x)  =  f\{t)tf(xt)dt  +  .f\tv(t)dt. 

Chacune  des  deux  intégrales  ayant  un  sens  bien  déterminé  et 

la  seconde  étant   inférieure  h  /     \v(t)\<lt,  quantité  indépendante 

de  h,  la  proposition  est  établie. 

Si  l'on  prend  pourra?)  la  série  (i),  on  a 

00 

cp(a?)  =  V  cnanx'1   i 

avec 

6  <■„  =  I     v(t)t"  dl. 

•    0 

(  )n  peut  donc  remplacer  les  un  par  <■ na „  sans  introduire  des  som- 
mets nouveaux. 


i.  Nous  allons  généraliser  ce  résultai  de  M.  Hadamard.  Si  l!pn 
choisit  pour  <>(/)  une  ('onction  plus  particulière,  par  exemple  une 
fonction  analytique  de  /  holomorphe  partout,  sauf  peut-être  aux 
point-  o,   i ,  x.  et  telle  que,  au  voisinage  de  <>. 

(7)  <'M<  y^.         (*<0 
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et,  au  voisinage  de  i , 

(7)  \<'(n\<    .   '  ,„., 


chaque  point    singulier    de    la   Joint  ion    »(#),   définie  par  la 
série 


?(*)=2 


C  /(  fit  /;  X    , 


/(      n 


et   par  son  prolongement   analytique,  est  un  point  singulier 
de  f(x). 

Pour  le  démontrer,  remarquons  tout  d'abord  qu'on  peut  prendre 
l'intégrale  (6)  le  long  d'une  courbe  rectifîable  quelconque  /  sans 
changer  sa  valeur.  En  effet  cette  courbe,  ensemble  avec  le 
segment  (o,  i),  forme  une  courbe  fermée  se  décomposant  peut-être 
en  plusieurs  autres.  Au  cas  où  ni  le  point  i  ni  o  n'est  à  l'intérieur 
ou  sur  le  contour  d'une  pareille  boucle  6, l'intégrale,  prise  le  long 
de  ce  contour,  est  identiquement  zéro  d'après  le  théorème  fonda- 
mental de  Cauchj.  Si  o  ou  i  sont  sur  le  contour  ou  à  l'intérieur 
d'une  boucle,  on  sépare  ces  points  du  contour  par  un  petit  arc  de 
cercle  r,,  ou  par  un  petit  cercle  c,  et  l'on  écrit  (jïg.  i) 


/        v(t)t"dt-Jr(       v(t)t"  dt  -+-  /    v(t)t"  dt 
d<xc/fl  J&ba.  Je 


O. 


Fi  g .   i . 


Mais,  en  vertu  des  hypothèses  (7)  faites  sur  v(t),  on  a 


f      v(t)t" 


dt 


<  A  p1-*  et 


fv(t)t» 


ilt 


<Bt>    * 


>  Il  U'ITKE    I. 


où  p  et  7  sont  !<•■,  rayons  arbitrairement  petits  des  cercles  c{  etc; 
\.  Il  sont  deux  nombres  fi\«'s.  Comme  p  est  aussi  petit  qu'on  veut, 
il  en  résulte  que  l'intégrale 


I 


v(t)t"  dt 


a  un  sens  parfaitement  déterminé,  et  comme  i  est  aussi  arbitraire- 
ment petit,  cette  valeur  ne  peut  être  que  zéro. 

L'intégrale  (6)  est  donc  zéro  pour  chaque  courbe  fermée,  donc 
en  particulier 


(8) 


/  v(t)W  dt  -+-  /      v{t)tn  dt  =  o, 

«//  «^1-0 


ce  qui  était  à  montrer. 

Examinons  maintenant  les  points  réguliers  def(x).  Cette  fonc- 
tion est  en  général  multiforme;  on  doit  donc  considérer  chaque 
point  ensemble  avec  un  chemin  qui  y  conduit.  On  sait  que  tous 
les  chemins  possibles,  c'est-à-dire  les  chemins  qui  ne  passent  par 
aucun  point  singulier,  se  trouvent  nécessairement  à  l'intérieur 
d'un  nombre  fini  de  cercles  successifs  empiétant  les  uns  sur  les 
autres.  Il  suffit  donc  de  considérer  les  lignes  rectifiables  ou  même 
les  polygones  d'un  nombre  fini  de  cotés;  tous  les  autres  chemins 
sont  équivalents  à  ceux-ci. 

Soit  donné  une  telle  ligne  L  et  désignons  pour  un  instant  ses 
points  par  y.  Quand  y  varie  de  o  jusqu'à  un  point  ^  de  L,  fixé 

pour  le  moment,  le  rapport  t  =  —  décrit  une  courbe  lx  allant  de  o 

à  i.  Ainsi,  à  chaque  point  de  L  on  fait  correspondre  un  chemin  / 
qui  servira  de  chemin  d'intégration  dans  l'intégrale  (4).  Cette 
intégrale,  prise  le  long  d'un  /  ainsi  défini,  a  un  sens  bien  déter- 
miné, car,  quand  t  parcourt  /,  xt  décrit  L  jusqu'au  pointa?  (nous 
désignerons  celte  partie  de  L  par  Lx)  et,  par  hypothèse,  f{y)  est 
holomorphe  en  tous  ses  points.  Le  point  ./■  étant  \\xt\  regardons 
le  point  x -\- h.  Quand  t  parcourt  /r,  le  produit  t(x -\- h)  décrit 
une  ligne  nouvelle,  Lx+  .  Il  est  évident  que  si  h  tend  vers  zéro,  la 
ligne  L,  s'approche  indéfiniment  de  L-'",  de  sorte  que,  pour  |A| 
assez  petit,  toutes  les  deux  courbes  L*"1"  et  [/,  qui  correspondent 
à  la  même  courbe  /•'',  se  trouvent  à  l'intérieur  du  même  domaine 
dholomorphie  de  f(x).   Par  conséquent,   on    peut    répéter   sans 
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aucun  changement  le  raisonnement  de  tout  à  l'heure  concernant 
l'existence  de  la  dérivée  de  <f(x)  au  point  x.  Cela  montre  que 
chaque  point  de  L  est  un  point  régulier  de  ff(x)  comme  il  fallait 
((('•montrer. 

Remarquons  enfin  que  toutes  les  courbes  L  considérées  par 
nous  partent  de  l'origine,  et  l'on  peut  prendre  a?  assez  petit  pour 
que  L''  se  trouve  entièrement  à  l'intérieur  du  cercle  de  conver- 
gence de  la  série  (1);  de  sorte  que  dans  l'intégrale  (4)  on  peut  rem- 
placer /( x)  par  cette  série  de  Taylor,  et,  d'après  (8),  on  obtient 
ainsi  les  mêmes  coefficients  c„  quel  que  soit  dans  l'intégrale  (4)  le 
chemin  d'intégration  /.  C'est-à-dire  quel  que  soit  L,  il  s'agit  bien 
d'une  seule  fonction  analytique  co(ic)  définie  par  la  série  (5)  et  par 
son  prolongement  analytique. 

O.  Appliquons  ces  généralités  à  deux  cas  particuliers  très  impor- 
tants pour  la  suite.  Soit  d'abord 

p(t)=r^ —, —  (a>o). 

A.  chaque  valeur  de  a  correspond  une  fonction  ©(#)  que  nous 
allons  désigner  par  Ray*(j?).  Grâce  aux  développements  précédents, 
nous  savons  que  les  fonctions 

™J  y  r(«)J0    Ci-*)1"" 

sont  toutes  holomorphes  en  chaque  point  régulier  âef(x). 
Riemann  a  établi  la  formule  suivante  pour  les  coefficients  cn 

T(n-hi) 
(io)  e„  = 


r («  -+-  i-t-  a; 

où  T  désigne  comme  d'habitude  l'intégrale  eulérienne  de  deuxième 
espèce. 

On  peut  la  vérifier  facilement,  si  l'on  remarque  que  par  défini- 
lion 

/"  dt 


i       r       tndt 
'"  ~~~  TTôl) . i   d  —  t)l-x ' 


et  que  la  fonction  T(x)  satisfait  à  l'égalité 


S  Cil  VPITHK    I. 

On  a  donc  la  formule  fondamentale 


.m  11*/',  -r)=y  „  H"  -a, 


n  =  0 


En  particulier,  si  y.  est  un  entier, 


c„  = 


(n-i-i)(ra-r-2)...(n-f-a) 

de  sorte  que  la  fonction 

a:«  R«/(ar)=  D«/(ic) 

se  forme  de  f(x)  par  une  intégration  répétée  a  fois.  L'opéra- 
tion fq)  ou  bien  les  multiplicateurs  des  coefficients  an  dans  la 
série  (u)  définissent  l'intégration  générale  de  Riemann  d'ordre 
fractionnaire  ou  incommensurable. 

La  dérivation  ou.  si  l'on  veut,  l'intégration  d'ordre  négatif  (a  <o) 
se  définit  de  la  manière  suivante  :  Soit  h  le  plus  petit  entier  positif 
tel  que  /.H-a>o.  On  calcule  Kfc+af(x)  par  la  formule  (il)  par 
exemple,  et  l'on  pose  pour  y.  négatif 

Da  -,    .          .rf*R*+«/(a?) 
R«/(*>=** â$ , 

et  l'on  a  par  définition 

Si  «0=o,  ce  qu'on  peut  toujours  supposer,  car  une  constante 
additive  n'influe  aucunement  sur  les  singularités  de  la  fonction 
étudiée,  on  peut  prendre  pour  v(t)  la  fonction 

<•<,,=  —  ,(10- ,)  (a>o). 

Ln  ce  cas,  d'après  la  formule  connue, 

on  a 
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Posons  donc  pour  a  >o 

00 

(i3)  HV(^)=2S-'"- 


/i  =  i 


Pour  y.  <  à  on  définit  L'opération  en  question  de  la  manière 
suivante  :  On  calcule  ll/,a  par  la  formule  (i3),  puis  successive- 
ment on  différencie  el  Ton  multiplie  par  x,  en  répétant  /.  fois 
celte  opération  alternée.  Ainsi    l'opération  lla  se  trouve   définie 

pour  y.  quelconque  positif,  nul  ou  négatif  par  l'unique  formule  (i  3), 
et  nous  sommes  assurés,  d'autre  part,  que  celte  opération  n'intro- 
duit jamais  des  points  singuliers  nouveaux. 

Pour  a  entier  l'opération  lla  se  réduit  à  une  succession 
alternée  de  dérivation  (ou  d'intégration)  et  de  multiplication 
par  x. 

D'ailleurs  les  deux  opérations  lia,  Ha  ainsi  obtenues  sont  très 
semblables.  Tout  d'abord,  pour  a  entier,  chacune  d'elles  se  com- 
pose de  dérivation  ou  d'intégration^  et  de  multiplication  par  une 
puissance  entière  de  x.  D'autre  part,  l'expression  asymptotique  de 
la  fonction  T(n)  nous  donne 

=  /l«(l  -4-eB), 


ri/i  +  i  +  a) 

où 

lim  £„  =  o, 

de  manière  que  le  rapport  des  deux  sortes  de  c„  calculées  précé- 
demment tend  vers  i  pour  n  :=  ce. 

Remarquons  encore  que  ces  deux  opérations  qui  n'introduisent 
aucun  point  singulier  nouveau,  n'en  suppriment  pas  non  plus.  En 
effet,  d'après  le  théorème  démontré,  la  fonction 

n'a  d'autres  points  singuliers  que  ceux  de  la  fonction  lla/(j?). 

LA    NOTION     D'ORDRE. 

6.  Nous  avons  construit  le  mécanisme  qui  nous  permettra 
d'atténuer  la  singularité  de  la  fonction  dans  un  point.  Mais  jusqu'à 
quel  degré  doit-on  pousser  l'opération?  Quels  seront  les  caractères 


I"  CHAPITRE    I. 

dislinctifs  du  zéro  de  notre  échelle?  Il  faut  choisir  ces  caractères 
de  façon  qu'ils  permettent  de  former  une  échelle  unique  pour  la 
mesure  des  singularités  (c'est  une  condition  indispensable  de 
toute  définition  logique);  d'autre  pari  de  façon  qu'ils  se  mani- 
festent simplement  dans  la  structure  des  coefficients,  afin  que  la 
notion  nouvelle  puisse  nous  servir  d'instrument  utile  dans  l'étude 
des  fonctions  analytiques.  M.  Hadamard  a  résolu  ce  problème 
très  délicat  par  l'introduction  d'une  notion  relative  aux  fonc- 
tions continues,  voisine  de  celle  des  fonctions  à  variation  bornée 
de  M.  Jordan. 

L  ne  fonction  réelle  ou  imaginaire  mais  continue  d'une  variable 
réelle  h  sera  nommée  à  écart  fini  dans  l'intervalle  {a,  b)  lorsque 
les  intégrales 

ii  I  cos  n  8/(  0  )  rfO,     n  Ain  «  0  /(  0  )  cU) , 

prises  entre  des  limites  quelconques  intérieures  à  l'intervalle  («,  6), 
restent  bornées  en  valeur  absolue  pour  n  =  x.  La  limite  supé- 
rieure I  de  leurs  modules,  finie  dans  les  conditions  indiquées,  est 
Y  écart  de  la  fonction  /(9)  dans  (a,  b). 

I  ne  fonction  à  variation  bornée  est  toujours  à  écart  fini  (').  Le 
second  théorème  de  la  moyenne  appliqué  à  l'intégrale 


"  /  <K6)/(6)cos/i8<*9, 


montre  immédiatement  que,  si  la  fonction  continue  'i(Q)  varie 
toujours  dans  le  même  sens,  le  produit  àf  est  aussi  à  écart  fini  et 
son  écart  ne  dépasse  pas  celui  de  /(B)  multiplié  par  ■>.  M,  où  M  est 
le  module  maximum  de  ^(Q).  Si  d»(9)  a  un  nombre  fini  de  niaxima 
et  de  minima,  on  remplace  2  par  le  nombre  des  extréma. 

Si  l'on  diminue  l'intervalle  (a,  b),  l'écart  ne  peut  que  s'abaisser 
ou  rester  constant.  Par  conséquent,  lorsque  l'intervalle  tend  vers  o 
de  façon  qu'un  point  fixe  G0  se  trouve  à  l'intérieur  de  chaque 
intervalle  successif,  l'écart  tend  nécessairement  vers  une  valeur 
bien  déterminée.  C'est  l'écart  de  la  fonction /(O)  au  point  80. 

Nous    définissons    maintenant   l'ordre   de  la  manière  suivante  : 


(')   Voir  .1.  Hadamard,  Thèse,  p.  65. 
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Soit  ,r0  un  sommet  de  l'étoile  attachée  à  la  fonction  analytique/"^). 
Traçons  un  arc  de  cercle  de  centre  O  passant  par  ce  point.  Si  la 
fonction  a  des  points  singuliers  à  l'intérieur  du  triangle  formé  par 
le  petit  arc  de  cercle  (a,  b)  et  par  les  deux  rayons  vecteurs  (o,  a), 
(o,  b)  quelque  petit  que  soit  l'arc  (a,  b),  nous  dirons  (pie  l'ordre 
de  la  fonction  en  x0  est  -\- ce.  Dans  le  cas  contraire  Tordre  de  la 
fonction  sur  tare  («,  b)  est  le  nombre  ta  déterminé  par  la  double 
condition  que,  z  étant  arbitrairement  petit,  HM+cJ\x)  soit  déjà 
continue  et  à  écart  fini  sur  l'arc  considéré  et  que  l'une  des  deux 
propriétés  manque  à  la  fonction  H"'"£/'(.r).  L'ordre  de  la  fonc- 
tion au  point  x0  est  la  limite  des  ordres  sur  les  arcs  successifs 
contenant  tous  x0  à  leur  intérieur  et  dont  la  longueur  tend 
vers  o.  L'ordre  w  peut  prendre  toutes  les  valeurs  entre  — oo  et  -+-00. 
Pour  que  cette  définition  soit  complète,  il  faut  encore  démon- 
trer qu'il  n'y  a  qu'un  seul  nombre  co  qui  puisse  correspondre  ainsi 
à  un  point  singulier.  D'après  cette  définition,  en  ell'et,  ou  bien 
l'ordre  en  un  point  est  -f-  x,  et  alors  il  n'y  a  que  ce  seul  nombre 
pour  marquer  l'ordre  de  ce  point,  ou  bien  l'ordre  n'est  pas  infini, 
c'est-à-dire,  il  existe  au  moins  un  w  tel  que  Hwt/'(a?)  soit  continu 
et  à  écart  fini  sur  l'arc  comprenant  le  point  singulier  en  question 
à  son  intérieur.  Il  s'agit  de  démontrer  que,  dans  ce  cas,  il  ny  a 
qu'un  seul  nombre  qui  satisfasse  à  la  double  condition  indiquée 
tout  à  l'heure. 

7.  Regardons  d'abord  le  cercle  de  convergence  dont  nous  pou- 
vons supposer  le  rayon  égal  à  1  et  établissons  deux  théorèmes  com- 
plémentaires. 

y. 

Si   7  \an\  est  convergent  et  si 

rt  =  0 

lim  a„  n  log  n  =  o, 

n .  =  x 

00 

la  Jonction  2,a>i-z'n  est  continue  et  à  écart  fini  sur  le  cercle  de 


«  =  0 


convergence. 


La  première  hypothèse  entraine  immédiatement  la  conclusion 
que  la  fonction 

oc 


n  =  0 
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est    continue  sur  le   cercle   de  convergence;  en  effet   la  série  de 
Taylor  (i)   esl    uniformément  convergente  à  l'intérieur  el   sur  la 
circonférence  du  cercle  de  rayon  i.  Reste  à  montrer  que,  les  condi- 
tions remplies,  f\  x)  est  à  écarl  fini  sur  le  cercle. 
\u  lieu  de  considérer  les  intégrales 


n    !      COS/l9/l  eti)  r/0,  n   j     sin  //  0/(  c'(> 


I  £*B, 


où  0  est  l'argument  d'un  point  <lu  cercle  de  convergence,  nous 
pouvons  examiner  les  intégrales 

r1,  rb 

•    a  "a 

dont  la  somme  et  la  dillérence  reproduisent,  à  un  facteur  constant 

près,   les  intégrales  précédentes.   Il  s'agit  de  démontrer  que  les 

ii i < >< 1 1 1 les  de  ces  expressions  ont  une  limite   supérieure  finie  pour 

«  =  x,  les  limites  d'intégration  étant  quelconques  entre  o  et  a~. 

Comme  la  série  (i)  converge  uniformément  sur  le  cercle,  on  n'a 

qu'à   la  multiplier  par  e±in^  et  intégrer  terme  à  terme;  on  obtient 

ainsi 

r1'  Sri 

n  (     e'"'6/(eiô)  <r/0  =  ^  — - —  a,n  \  e('«-t-«>«>_  e^m+n)i  '  |. 

de  sorte  (pie  le  module  de  cette  intégrale  reste  inférieure  à    >.  \ 

00 

si  A  désigne  la  somme  /Jr/,, j. 

n  =  0 

I  ) 'autre  part 

n  l     e-"'(>  fle'{i  )  S)  =  >  — - — a  m\  e{"l-")ib  —  e  '*-«>*'«  I, 
J  —  m  —  // 

le  terme  d'indice  ni  =  n  étant  nau  {b  —  cl).  Soient  h  <<  i  et  R  >»  i . 
et  pour  évaluer  sa  somme,  divisons  la  série  en  trois  parties.  La 
première  contiendra  les  termes  d'indice  inférieur  à  kn.  Pour  ces 

termes 

n 


/// 


< 


i  —  k 

de  façon  qu'ils  donnent  une  somme  inférieure  à — —j-  La  seconde 


i  — /. 
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partie  est  formée  par  les  termes  d'indice  supérieur  à   k//.  Cette 

,.  .  •    ,-,   •  ,     2 A 

partie  fournil  une  somme  intérieure  a  = 

1  K   - 1 

Le  troisième  groupe  contient  tout  ce  <|tii  esl  entre  les  deux  pre- 
miers. Le  nombre  total  de  ses  termes  est  donc 

où  s|e]  indique  La  partie  entière  de  x.  Soit  \<i,\  Le  plus  grand 
des  modules  des  coefficients  <|iii  entre  dans  le  troisième  groupe 
(  )n  a  évidemmenl 


(14) 


An  <  /•     k  n . 


La  somme  fournie  par  ce  groupe  est  donc  inférieure  en   valeur 

absolue  a 

i.  ) 


a  —  b  |  n\  an  |  -+-  4  na ,.  <  1  ■+■  — h  - 


z[{K  —  k)n]\' 


qui,  à  son  tour,  esl  inférieur  à 


a  —  b  |  n\  an  |  -+-  \  j  ar 


^^l^K^J+Cr], 


où  dans   le  second  terme  on  a  éliminé  n  par  les  inégalités  (i4)  et 
où  l'on  s'est  servi  de  l'équation  d'Euler 


lim    (  I 


sous  la  forme 


um     1 

//         -x   ( 


[ 

2 


n, 


—  log/i  =  c  (const. 


1      / 


I  ?  »  I 


—  logn  =  log  p 


de  sorte  que  limcr  =  c.  Mais  /•  tend  vers  L'infini  avec  n  et,  d'après 

nos  hypothèses, 

lim  /'|  ar  |  log  /•  =  o. 
r  =  00 

Ce  qui  montre  que  la  seconde  intégrale  considérée  rote  aussi 
finie  pour  n  =  ce,  et  cela  indépendamment  des  Limites  d'intégra- 
tion, comme  il  fallait  le  démontrer. 

En    particulier  nous  avons  obtenu   une  limite  supérieure  pour 

l'écart  tle  la  fonction  sur  le  cercle  entier 


I     Cj  A  -+-  Ci  \>.. 


1  i  CHAPITRE    I. 

où  '-,  <■(  '•_.  suiii  lieux  nombres  positifs,  y.  esl  la  plus  grande  valeur 
de  l'expression  ///  log  m  .am. 

Réciproquement,  si  la  fonction  esl  continue  et  à  écart  fini  sur 
li'  ce  rcle  de  convergence,  l<i  série 


n  i 

> 


oùt\est  un  nombre  positif  aussi  pçtit  qu'o//  veut,  est  conver- 
gente, et .  'le  plus. 


lun  —  n  logn  =  o. 


lui  ellel.  d'après  la  formule  de  Cauchy, 

an  =  — .   f-l^l  dx=  —    f   '/(e''>)  e-»à  ^0, 

1-1.1      X"  +  l  1T.      I  J 


•  c 


ca/r,  la  fonction  étant  continue  sur  le  cercle  de  convergence,  on 
peut  prendre  pour  chemin  d'intégration  ce  cercle  même.  Mais  si 

la  fonction  est  à  écart  fini,  cette   intégrale   est  d'ordre  —  >  ce   qui 
suffît  pour  démontrer  le  théorème  réciproque. 


n 


(S.  Il  résulte  de  ces  deux  théorèmes  que  la  double  condition 
(  la  fonction  soit  continue  et  à  écart  fini  sur  le  cercle  de  conver- 
gence) ne  dépend  que  de  la  grandeur  des  coefficients.  Par  consé- 
quent,  une  fois  cette  condition  remplie,  l'opération  Ha  (ou  Ra) 

qui   remplace  aH  par  —  ne   peut   que   renforcer  cette  condition. 

L'ordre  de  la  fonction  sur  le  cercle  entier  est  donc  un  nombre 
bien  déterminé,  qui  peut  d'ailleurs  prendre  même  les  valeurs  riz  y., 
et  dans  sa  définition  on  peut  se  servir  également  des  opérations  Ila 
ou  Ra. 

Pour  faire  voir  qu'il  en  est  de  même  de  l'ordre  d'un  point  du 
cercle  de  convergence  ou  plus  généralement  de  l'ordre  d'un  som- 
met x0  de  l'étoile,  nous  allons  établir  une  proposition  fondamen- 
tale dont  nous  nous  servirons  souvent  dans  la  suite. 

Envisageons  l'arc  de  cercle  (a,  b)  de  centre  O  et  de  rayon  \x0\ 
passant  par  x0.  Par  hypothèse,  le  triangle  formé   par  l'arc  (a,  b), 
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et  par  les  deux  rayons  (o,  a)  et  (o,  b),  ne  eonlient  aucun  point 
singulier  à  son  intérieur. 

Si  f(x)  est  continue  et  à  écart  fini  sur  l' arc  (a,  b):  on  peut 
remplacer /(te)  par  la  somme  des  deux  fonctions  /,  (x)  -\~  f2{x) 
dont  la  première  f\{x)  est  holomorphe  à  r  in  le  rieur  du  cercle 
de  rayon  |.r„|  et  \\zj\(x)  [el  en  même  temps  R£/,  (#)],  est  con- 
tinue et  à  écart  fini  sur  sa  circonférence  ;  f-i(x)  est  holomor pin- 
sur  V arc  (a,  b). 

Fi. 4.  2. 


La  démonstration  en  est  bien  simple.  En  effet,  d'après  une 
formule  fondamentale  de  Gauchy,  la  fonction  étant  continue  sur 
l'arc  (a,  b),  on  peut  écrire  {fig-  2) 

t      r  /<  z  1  dz 


f(x)=   — .    / 

J  IT.ll 


X 


■IT.l      !,        Z  X  -2.TZI  J    ..     Z  —  X 

*    l'd  *-  util) 

D'autre  part/,  (x)  est  développable  en  série  de  Tavlor 

(15)  /,ir)=V6„^, 

n       n 


car 


-n^-l 


=  b,„ 


et  comme/(a?)  est  à  écart  fini  sur  l'arc  (6,  a),  on  a 

M 


(16) 


M< 
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où  M  esl  le  module  maximum  de  f\  z  \  sur  l'arc  («,  b).  Le  ravon 
de  convergence  est  donc  au  moins  \x6\. 

La  fonction  f2(x),  la  différence  de  deux  fonctions développables, 
•  si  donc  aussi  développable  autour  de  l'origine;  soii 

oc 

D'autre  pari,  elle  est  holomorphe  sur  l'arc  (a,  6),  comme  le 
montre  immédiatement  sa  forme  d'intégrale. 

Il  en  résulte,  grâce  à  l'inégalité  (16),  que  les  quantités 

bnx» 
11- 

satisfont  à  chacune  des  deux  conditions  du  théorème  du  numéro  7 
(p.  i  i),  de  sorte  que  H£/,  (x)  est  à  écart  fini  sur  le  cercle  entier  de 
rayon  |./0|.  Le  théorème  esl  démontré. 

Si  donc  il  y  a  un  w  tel  que  Hw/'(.r)  est  déjà  continue  et  à  écart 
fini  sur  l'arc  (a,  />),  toutes  les  fonctions  rïw+ot/(#)  (a>>  o)  le  sont 
aussi.  En  effet,  d'après  le  théorème  précédent,  on  peut  décom- 
poser \\M/{x)  en  deux  parties,  dont  l'une,  soit  o2(x),  est  holo- 
morphe sur  l'arc  (a,  6),  d'où  l'on  conclut  qu'il  en  est  de  même 
de  rJa<p2(#)  =  Hw+a/2(a?);  d'autre  part,  l'autre  partie,  <p4  (#),  est 
telle  que  H£cp,  (57)  =  Hw+£/*,  (x)  est  continue  et  à  écart  fini  sur  le 
cercle  entier  de  rayon  |.r0|,  donc  H")+a/',  (x)  l'est  aussi. 

Il  n'y  a,  par  conséquent,  qu'un  seul  nombre  qui  délimite  les 
nombres  w  tels  que  WU) j\x)  soit  continue  et  à  écart  fini  sur 
l  arc  (c/,  b).  Notre  définition  de  l'ordre  fait  donc  correspondre  à 
chaque  sommet  de  l'étoile  et  à  chaque  point  du  cercle  de  conver- 
gence un  nombre  et  un  seul. 


LES     PROPRIÉTÉS     IMUISCIHA1.ES     DE    l'oUDHE. 


'.'.  La  notion  de  1  ordre,  du  moins  dans  le  domaine  restreint 
considéré,  est  établie  d'une  manière  complètement  rigoureuse. 
Nous  devons  montrer  maintenanl  qu'elle  est  utile.  La  fonction 
étudiée  étant  définie  par  les  coefficients  <tn.  Tordre  doit  être  en 
rapport,  aussi   peu   caché  que  possible,  avec  ces  coefficients.  Le 
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problème  général  se  pose  dune  pour  nous  <lc  déterminer  l'ordre  de 
la  fonction  en  chaque  point  du  cercle  de  convergence,  de  même 
qu'en  chaque  point  «le  l'étoile,  et,  en  particulier,  de  calculer 
l'ordre  de  la  foin-lion  sur  le  cercle  de  convergence,  et  tout  cela 
exclusivement  par  les  coefficients  a,,. 

La  dernière  question  relative  à  l'ordre  sur  le  cercle  entier 
se  résout  immédiatement  :  cet  ordre  Q  est  lié  aux  a„  par  la  for- 
mule 

log|  a„  | 


(17)  û  =  1  -+-  Iim  sup. 


lojr/i 


'b 


En  effet,  si  Q  est  déterminé  par  cette  équation,  on  a  pourn  assez 
grand,  z  étant  arbitrairement  petit, 

Q  +  f-i 

|  "n  I  <  n         2       • 

Par  conséquent,  les  coefficients  de  la  série  de  Tajlor  relative  à 
la  fonction  HQ+e/(a?)  satisfont  aux  conditions  du  théorème  de  la 
page  1  1  ;  ce  qui  montre  que  HQ+£/(.r)  est  déjà  continue  et  à  écart 
fini  sur  le  cercle  de  convergence,  dont  le  rayon  est  supposé  égal 
à  1.  D'autre  part,  il  y  a  une  infinité  d'indices  pour  lesquels 

Û  - 1  - 1 

|  an  |  >  n        2      , 

de  sorte  que  les  coefficients  tayloriens  dHde  la  fonction  H^  £_/  (  x  i 
ne  satisfont  pas  à  la  condition  que  la  série 

V     \dn\ 


soit  convergente  pour  y,  quelconque  (positif).  Il  suffit  de  pren- 
dre    yj  <<  -     pour    s'en     convaincre.     11    en    résulte,     grâce     au 

théorème  (p.  i/f),  que  1\®~Z  f(x)  ne  peut  pas  être  à  la  fois 
continue  et  à  écart  fini  sur  le  cercle.  Ce  qui  démontre  la  proposi- 
tion. 

La  détermination  de  l'ordre  dans  un  point  du  cercle  de  conver- 
gence et  dans  les  sommets  de  l'étoile,  deux  problèmes  notable- 
ment plus  compliqués  que  celui  que  nous  venons  de  résoudre,  nous 
occupera  un  peu  plus  loin  quand  nous  aurons  les  moyens  néces- 
saires pour  y  répondre. 

D.  a 


|S  CHAPITRE    I. 

Nous  pouvons  fane  cependant  quelques  remarques  simples  dont 
nous  nous  servirons  plus  d'une  lois  dans  ce  qui  suit. 

U  ordre  d'un  point  régulier  situé  sur  le  cercle  de  conver- 
gence ou  à  l'intérieur  de  Féloile  est  —  ce. 

En  effet,  une  l'onction  est  à  écart  fini  dans  un  intervalle,  en 
chaque  point  duquel  elle  a  une  dérivée  inférieure  en  valeur 
absolue  à  un  nombre  fixe  A.  On  le  voit  immédiatement  par 
l'égalité 

f     n  cos/iO/fO)  </0  =    /     /(8)o?(sin/i0) 

b 


=  [/(e)sinn6]*-  f  /'(6)sin/ierf0, 


qui  montre  que  l'écart  en  question  est  inférieur  à 

|/(6)| +|/(a)|  +  A|*-a|. 

Mais  les  fonctions  WMf(x)  satisfont  à  la  condition  exigée  pourto 
quelconque,  car  elles  sont  toutes  holomorphes  sur  un  petit  arc 
contenant  le  pointa?.  L'opération  ne  peut  donc  pas  priver  la  fonc- 
tion du  caractère  d'être  continue  et  à  écart  fini  sur  le  petit  arc 
considéré,  en  d'autres  termes  Tordre  de  ce  point  est  —  oc. 

D'après  la  définition  de  l'ordre  dans  un  point,  si  dans  un  point 
de  l'arc  la  fonction  est  d'ordre  w,  elle  est  sur  l'arc  entier  d'ordre 
au  moins  égal  à  o>.  Inversement,  si  la  fonction  est  d'ordre  (•)  sur 
l'arc  entier,  elle  est  d'ordre  to  au  moins  en  un  point  de  Tare, 
comme  on  le  voit  tout  de  suite  en  divisant  l'arc  en  parties  de 
plus  en  plus  petites.  Ces  deux  remarques  rendent  «'•vident  le 
théorème  suivant  : 

L'ordre  sur  un  arc  de  cercle  est  le  plus  grand  des  ordres 
pris  dans  les  différents  points  de  cet  arc. 

10.  I  n  problème,  non  sans  importance,  est  d'élucider  le  rap- 
port entre  l'ordre  et  le  degré  d'infinitude  de  la  fonction  en  un 
point  singulier,  étant  donné  que  ce  sont  ces  deux  notions  par 
lesquelles  on  caractérise  généralement  l'allure  de  la  fonction.  A 
cet  égard,  M.  lïadamard  a  donné  les  deux  théorèmes  réciproques 
(pie  nous  allons  établir. 
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Regardons  un  sommet  de  l'étoile  x0  et  son  voisinage  triangulaire 
déjà  considéré. 


Si  su/-  l'arc  de  cercle  (a,  6),  extrémités  comprises,  la  fonc- 
tion est  d'ordre  positif  <o,  <  co,  on  a  uniformément  pour  les 
arguments  entre  a  et  h 


et 


lim     (i  —  p)w/(pe'6j  =  o 

P=l'ol 

lim     (i  —  p)w  I(p)  =  o, 
p  =  I  a-,  I 


sur   l'arc  de 


où    L(p)    est   l'écart   de    la   fonction    de   0,  /(?e'fj), 
cercle  («',  b')  de  rayon  p. 

Tout  d'abord  ces  égalités  sont  satisfaites  par  toute  fonction  holo- 
morphe  sur  l'arc  («,&),  extrémités  comprises.  D'autre  part,  on 
peut  décomposer/(x)  en  deux  parties,  dont  l'une  est  holomorphe 
sur  l'arc  considéré,  l'autre  est  d'ordre  o>' =  (>),  -+-  s  <  tu  sur  le 
cercle  entier,  de  rayon  \x()\.  Il  suffit  donc  d'établir  le  théorème 
pour  une  fonction  d'ordre  inférieur  à  w  sur  le  cercle  entier.  Ue 
plus,  pour  simplifier  l'écriture,  on  peut  supposer  que  |.r0|  =  i. 

Mais,  dans  ce  cas,  la  formule  fondamentale  (17)  nous  montre 
que  les  coefficients  tayloriens  an  de  notre  fonction  J (x)  satisfont, 
pour  n  assez  grand,  à  l'inégalité 


a. 


-l+£ 


où,  z  étant  arbitrairement  petit,  on  peut  supposer  que 

w' —  1-4-  e  <  w  —  1, 

et,  comme  nous  le  verrons  plus  loin,  les  coefficients  binomiaux  l!/" 
définis  par  l'équation 


(i~x)" 


=  V  15//-.,-» 


X. 


CHAPITRE    I. 


satisfont  à  la  condition 


D«l» 

lin, 


n»-'         V(ta) 


appliquons    maintenanl   un  théorème    bien   connu  de    Gesàro 
d'après  lequel,  les  6„  étant  positifs, 


n—.O 


p=l 


bap" 


=  li  m  — 


si  la  dernière  limite  existe.  Nous  aurons 


lini  (i  —  p)' 


V  anpnein^ 


n  =  0 


2ia"ipn 


lilll 
0  =  1 


«; 


Il  111 


rt  =  0 


B 


m 


=  », 


ce  qui  démontre  la  première  partie  du  théorème. 

Pour  en  démontrer  la  seconde,  rappelons  que,  d'après  le  nu- 
méro 7,  a  étant  fixé, 

00 

I<\°)  '--  ri  /    I  ">i  I  P"+  c-2  (  in  a  x .  de  j  <t„  |  p"  n  \o^n  ). 

n  =  0 


Nous  avons  vu  que 


lim  1 1  —  p)"»V  \an    p"  =  o; 

0=1  -■■ 


n  =  0 


d'autre   part,  dans   le  second  terme  du  second   membre,  on  peut 
négliger  un  nombre  fini  de  termes,  par  exemple  ceux  clans  lesquels 

les  modules  des  a,,  sont   plus  grands  que  -. Lu  remplaçant  a 

"  r         &  1        i0g„  i  i 

par  i  — Tj,  il  suffit  donc  de  considérer  le  maximum  de 

(l  —  7]  !"//">'  r/". 

quand    7)     est    fixé,    et    chercher     la     limite    <  I  e    ce    maximum 
pour  Tj  =  o. 
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M;iis  on    voil   toni   de  suile  que  celle  expression   ne  croîl   que 
pour 

Il     --    ; =    A     , 


1 


'. 


(î^r- 


i 


on 

lim  k  =  i 

•0=o 


Pour  le  voir,  il  suffit  d'écrire  que  l'expression  considérée 
s'accroît  par  le  changement  de  n  en  n  -+-  i .  Si  l'on  remarque  enfin 
que 

lira  (  i  —  ij )    r'  =  e  w', 

et  que 

//■  tu'  \ '"'  .    ,     ...      ,    , ,. 

lim  ( )     T,w  —  (iu  )w  limAw  hm  tj  <*>-<">  =  o, 

r,  =  o  \     '1     /  r)  =  0         Y]  =  0 

la  seconde  partie  de  l'énoncé  se  trouve  démontrée  aussi. 

1 1 .   Réciproquement,  si  l'on  a  pour  (J  quelconque  entre  a  et  b 

lim  sup.  |(i —  p)w/(pe«'6)|  <  A 
p=i 

<?/ 

lim  sup.  (  î  —  o)(0  I  (  rj  )  <  A, 
p=t 

l'ordre  de  la  fonction  sur  l  arc  [a,  b)  est  au  plus  égal  à  io. 
Prenons,  en  effet,  un  nombre  tù"  ^>  u>  et  regardons  l'expression 

H.o>"/(  e*)  =  — iy-    /     (i  —  *  )">'    '/<  *«rt)rf/. 

1  <  lu    )  t/0 

Pour  montrer  qu'elle  a  un  sens,  écrivons-la  sous  forme  d'une 
série 

f  (,_  t)<*P-i  f(te&) dt 
«/o 

I  o  " 

^2  ,,3  -  «  -I- 1 

=   /     (i  —  t)<*"-if(teiï)dt-hl     +...-+-/  +..., 

*A>  *1  •      H  —  1 

2  n 

dont  chaque  terme  est  une  fonction  continue  de  9,  et  faisons  voir 
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que  le  reste 


n 
n  H-  1 


tend  vers   zéro  dune  manière  uniforme  si   //   croît  indéfiniment. 
Mais,  d'après  nos  hypothèses,  on  a 


J  i  i  -    /  f"  10"  _  tu  \  n  -t-  i  / 


> 


n  +  1 


indépendamment  de  0.  Notre  série  est  donc  uniformément  conver- 
gente et  la  fonction  W™"  j\e1^)  est  continue  sur  l'arc  (a,  b). 

Montrons  encore  qu'elle  y  est  à  écart  fini.  Nous  avons  à  consi- 
dérer les  expressions 

— — ^-    /     e*'»e  </0   /     (  i  —  t  )'■>"   «  /(  te&  )  dt. 

D'après  les  remarques  précédentes,  nos  hypothèses  nous  pei'- 
mellent  de  renverser  l'ordre  des  deux  intégrations,  de  sorte  que 
nous  avons  à  évaluer  les  expressions 


„,',      /     (i  —  /)">"-'  dt   i     nc^>"0f((e<(>) 


di). 


La  seconde  intégrale  est  justement  l'écart  de  la  fonction  J'{jc), 

\  ". 

donc  elle  est  moindre  iiue  - — ■ >  ce  qui  donne  la  limite  supé- 

1       (  i  —  /  )w  t  t 

rieure  finie 

A 

r(w")(o/-co)' 

Par  conséquent  Rw"/(.r)  est  continu  et  à  écart  fini  sur 
L'arc  (<v,  b)  si  <>/  dépasse  aussi  peu  qu'on  le  veut  le  nombre  tu. 
En  d'autres  termes  l'ordre  cherché  ne  dépasse  pas  m.  Ce  qu'il 
fallait  démontrer. 

Tirons  les  conséquences  immédiates  de  ces  deux  théorèmes 
pour  pouvoir  déterminer  rapidement  l'ordre  dans  les  cas  les  plus 
usuels. 

Si  l'ordre  def(x)  sur  l'arc  (a,  b)  est  w,  celui  de  f(.r)'l(.i), 
où  \{x)  est  holomorphe  en  chaque  point  de  lare  considéré,  est 
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au  plus  eu;  en  particulier,  si  ■!>(./>  ne  s'annule  pas  sur  (a,  6), 
l'ordre  de  produit  est  précisément  <<>. 

Si  co  est  positif,  la  première  moitié  de  l'énoncé  résulte  immé- 
diatement du  fait  que  Je  produit  (i  —  P)w+e/(Pe'9)  ty(Pe'^)  est 
borné  pour  p  =  i  et  (pie,  comme  nous  l'avons  vu  (n°  G),  une 
limite  supérieure  de  l'écart  du  produit  est  celle  de  l'écart  de  J\x) 
multipliée  par  le  maximum  de  |<J>(#)|  et  par  le  nombre  fini  des 
exlréma  des  parties  réelles  et  imaginaires  de  •l  dans  l'intervalle. 
Le  même  raisonnement  nous  montre  que,  si  co  est  négatif  ou  nul, 
l'ordre  du  produit  n'est  pas  un  nombre  positif. 

Plus  précisément,  soit  /(./')  de  l'ordre  —  k  sur  l'arc  («,  6),  et 
soit  e  la  partie  entière  de  k  -f-  i  si  /»  n'est  pas  un  entier,  et  soit 
e  =  k  dans  l'autre  cas.  La  dérivée  e,cm''  de  f(x)  'l(x)  se  compose 
de  termes  de  la  forme  eDe~'  fDr'l  (/■  =  o,  1,  2,  . . . ,  e),  où  \)r,l 
est  une  fonction  holomorphe  sur  l'arc  considéré  et  l'ordre  de  D1"  '  f 
est,  par  définition,  celui  de  fix)  augmenté  dee  -    r.  Mais  si  r  ^é.  o, 

on  a 

—  k  -+-  e  —  /■  <  o , 

de  sorte  que,  d'après  la  remarque  de  tout  à  l'heure,  les  termes 
correspondants  sont  d'ordre  négatif.  Enfin,  le  terme  càDef  est  le 
produit  d'une  fonction  d'ordre  positif  --  k  +  e  et  d'une  fonction 
holomorphe,  donc  son  ordre  est  au  plus  — k-\-e.  En  résumé, 
l'ordre  de  la  fonction  De(fù)  est  inférieur  ou  égal  à  — k  -f-  e,  ce 
qui  montre  que  celui  def<b  est  inférieur  ou  égal  à 

—  k  -t-  e  —  e  =  —  /. , 

comme  il  fallait  le  démontrer. 

Supposons  maintenant  que  la  fonction  holomorphe  'h(x)  ne 
s'annule  pas  dans  l'intervalle  considéré.  Si  l'ordre  co'  de  f'I  était 
inférieur   à    l'ordre    w    de   f(x)    (on    a    vu    qu'il   ne  pouvait    le 

dépasser),  -  étant  holomorphe,  l'ordre  de  fty-r  =/  serait  infé- 
rieur ou  égal  à  (o'<Cw,  ce  qui  est  manifestement  absurde.  Le 
théorème  énoncé  est  donc  démontré  dans  toute  son  étendue. 

12.     Ces   résultats    établis,   déterminons    l'ordre    dans    des    cas 
simples,     mais    importants    pour    l'application.     Regardons    tout 


'  i  CHAPITRE    I. 

d'abord  la  fonction 

n  —  0 

Si  /•  est  un  entier  positif  ou  nul,  la  fonction  est  un  polynôme, 
donc  son  ordre  est  partout  — x.  Supposons  donc  qu'il  n'en  soit 
pas  ainsi.  Nous  allons  démontrer  qu'au  point  i  son  ordre  est  —  /•. 
Remarquons  pour  cela  que  X  étant  la  partie  entière  de  /■ 
et  A  =(—  i)*+< r(r  —  i) . . .  (r  —  /.  ).  on  a,  à  partir  de  n  =  k-+- 1, 

Q  —  i  —  /•)...(£  +  !-/■)  r(n  —  r)  . 


av  "-y ;  =  A 


r(/.  +!  —  /•)  r(n-t-i) 

gçâce  à  la  propriété  caractéristique  de  la  fonction  eulérienne  V(x) 

xT(x)  =  r(a?H-i). 

Mais  la  formule  classique  de  Stirling,  d'après  laquelle 


i 

n 

2 


r(n)  =  7i(n)n      2e~", 
lim  ï](n  )  =  y/aïr, 


n  =  oo 


nous  montre  que 


avec 


r  («  —  /•) 

— —  n    ''    i  ^  i  — •—  £    ï 

r(n-+-i)  _         n -*-*«; 


lim  e„  =  o. 

71=  00 


On  calcule  maintenant  Tordre  par  la  formule  (17)  : 

IOgr(/t+I_  ,-)  +  (—  '•  — l)'0g«  +  l0g(n-  £„) 

12  ~  r  4-  lim - - . 


L'ordre  de  la  fonction  envisagée  sur  son  cercle  de  convergence 
est  donc  bien  égal  à  —  /•;  mais  le  seul  point  singulier  est  le  point  1  ; 
par  conséquent,  c'esl  son  ordre  qui  rsi  donné  par  !>. 

Posons,  pour  /-négatif,  p  =  |/-j;  les  coefficients  B{~ r) s'écrivent 

r(P)r<»  +  i)-  r(P)(l  h&n)' 
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Regardons    encore    la    fonction  (i       x)r\ogV(}    -  #),    ou    plus 

(i  —  x  )'!',/ 1 1  <  »  -  (  i  —  x  )|, 


généralement 


où  f\/(j?)  esl  un  polynôme  de  degré  </  en  #.  Son  ordre  au  point  i 
est  — /•  comme  le  montrent  facilement  les  théorèmes  des  nu- 
méros 10  el  II.  En  effet,  les  expressions  (i  p)a>/(pe'8) 
et  (i  — •p)a>](p)  relatives  à  la  fonction  (i  — x)r  seront  multipliées 
par  log(i  —  p),  dont  le  produit  par  (î  -  p)6  tend  >  ers  zéro,  quelque 
petit  que  soit  :.  Pour  /■  négatif,  les  deux  théorèmes  sont  appli- 
cables, il  est  donc  évident  que  l'ordre  reste  —  r. 

Si  /•  est  positif,  on  choisit  un  entier  <?>►/■  el  l'on  calcule  la  dérivée 
d'ordre  c  de  la  fonction  envisagée.  On  obtient  une  expression  de 
la  forme  (i — x)r~e<>  multipliée  par  un  polynôme  en  log(i  --  x). 
Cette  expression  rentre  dans  la  forme  étudiée  tout  à  l'heure,  son 
ordre  est  donc  —  r  +  e.  Il  résulte  donc  de  la  définition  de  l'ordre 
que  celui  de  (i  —  #)7'log?(i  —  x)  est  —  r. 


ORDRE    ET    DEGKÉ    d'iNFINITUDE. 


13.  Dans  les  exemples  précédents,  l'ordre  et  ce  qu'on  appelle 
d'habitude  le  degré  d' infinitude  sont  représentés  par  le  même 
nombre.  II  n'est  pas  inutile,  peut-être,  de  remarquer  dès  mainte- 
nant que  ces  deux  nombres  fondamentaux  relatifs  aux  singularités 
sont  en  général  bien  distincts.  D'abord,  tandis  que  nous  iivons 
défini  l'ordre  sans  aucune  ambiguïté  pour  chaque  sommet  de 
l'étoile,  et  en  particulier  pour  chaque  point  x0  du  cercle  de  con- 
vergence, le  degré  d'infinitude  n'a  pas  toujours  un  sens  aussi  précis. 

Soit  donné  un  chemin  quelconque  aboutissant  à  x0,  dans  chaque 
point  duquel,  x0  excepté,  la  fonction  soit  holomorphe.  Ordinaire- 
ment, on  entend  par  le  degré  d'infinitude  de  la  fonction,  le  long 
de  ce  chemin,  le  plus  petit  nombre  r  tel  que 

lira  ( x  —  x0)r/(x)  =  o, 

ou  bien  le  plus  grand  nombre  s  tel  que 

lim  sup.  j  (x  —  x0y  /(x)  |  =  », 

les  limites  étant  prises  en  suivant  le  chemin  donné. 
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Faisons  à  cet  égard  la  remarque  suivante.  Soil  x0  le  point  limite 
<le  la  suite  ./'a,  i  k  =  i  ,  2,  . . . ,  x  i  située,  pour  plus  de  simplicité, 
sur  le  cercle  de  convergence  Si  la  fonction  devient  infinie  en 
chaque  point  Xk  le  long  du  rayon  qui  j  aboutit,  on  peu i  désigner 
un  chemin  pour  lequel  le  degré  d'infînitude  en  x0  soil  aussi  grand 
qu'on  veut,  même  si  la  fonction  reste  bornée  en  ./ •„  le  long  d'une 
courbe  quelconque  ne  touchanl  pas  la  circonférence.  En  effet, 
/•  étant  donné  arbitrairement,  nous  pouvons  aller  assez  près  de  a  /, 
sur  le  rayon  (  o, ./•/,  ),  pour  que  dans  ce  point  x1,  on  ait 

où  \/i  est  un  nombre  positif  quelconque.  Choisissons  A/,  de  façon 
que  limArt  =  oo;  on  voit  que  sur  la  ligne  brisée  (.r  ',,./•.', ,  ...,x',c,  ...) 

le  degré  d'infînitude  est  au  moins  r. 

On  écarte  l'effet  des  singularités  voisines,  en  excluant  les  che- 
mins tangents  au  cercle  et  en  prenant  pour  degré  d'infînitude  le 
plus  grand  degré  le  long  des  courbes  ainsi  admises. 

Min  de  montrer  la  divergence  des  deux  notions  ainsi  précisées, 
M.  Borel  (M  a  donné  un  exemple  où  Tordre  dépasse  de  beaucoup 
le  degré  d'infînitude.  Voici  une  rémarque  bien  simple  qui  fait  voir 
la  cause  de  celte  divergence. 

Soil  une  série  convergente  à  lerines  positifs  r,,.  On  peut  toujours 

remplacer  une  infinité  de  c„  par  : de  telle  façon  nue  la  conver- 

1  '         logrt  »' 

gence  n'en  soit  pas  troublée,  par  exemple  les  termes  d'indice  n"\ 

Soitc^  la  suite  nouvelle  des  coefficients  ainsi  obtenue,  et  regardons 

la  fonction 

00 

il        il 

Son  rayon  de  convergence  est  l'unité,  et  son  ordre  sur  le  cercle 
de  convergence  est  aussi  égal  à  r,  car 

log 


*  \o<zn  ,.      log  loer/i 

lun  -       —5—  =  i  —  1 1 ii)       ,        5_  _  ,. 
!  =  »     log/î  ,,  =  »     log// 


('  )   E.   Borel,  Leçons  sur  (es  séries  à  termes  positifs,  p.  77.  Taris,  Gauthiei 
Villars;  1902. 
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D'autre  pari,  son  degré  d'infinitude  est  o;  en  effei  son  déve- 
loppement tajlorien  converge  absolument  dans  i<>us  les  points 
du  cercle,  de  sorte  que  |ce(  .r  )|  a  une  limite  supérieure  Unie  sur  le 
cercle. 

1  i.  Dans  cet  exemple,  comme  dans  celui  de  M.  Borel,  les 
coefficients  sont  à  croissance  très  irrégulière.  On  pourrait  donc 
croire  que  c'est  cette  irrégularité  qui  est  la  cause  exclusive  de  la 
divergence  observée.  Pour  (aire  voir  qu'il  n'en  est  pas  nécessai- 
rement ainsi,  considérons  la  fonction 


'l(x)=y^(-lyW")j'>=^oL/lx", 


h =<> 


n  =  0 


où  z(x)  est  la  partie  entière  de  x. 

Les  modules  des  coefficients,  égaux  à  l'unité,  sont  évidemment 
à  croissance  régulière,  et  l'ordre  de  la  fonction  sur  le  cercle  de 
convergence  de  rayon  i  est  l'unité.  Envisageons,  d'autre  part,  le 
degré  d'infinitude.  l'osons,  pour  simplifier  1  écriture, 


s„  (  x0  )  =  a0-J-  a,  .?•„  --  y., x\  ■+■ . 
On  voit  facilement  que 


znxQ . 


Illll  sup. 


Sn(D 


=  I 


Nous  allons  montrer  que,  pour  un  point  quelconque  xu  ^  i    du 
cercle  de  convergence, 

s„(-r0) 


(I.,  I 


lim  sup. 


/n 


=  A, 


où  A  est  un  nombre  fini  qui  dépend  d'ailleurs  de  x0.  Remarquons, 

à  cet  effet,  que,  si  l'on  pose 


on  a  identiquement 


V 


/'/,  '//, 


*=1 


«—  1 

V 

i,     i 


*/.  <  </;.  —  qk  m»--  "/;'/"• 


9.8 
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Dans  le  cas  actuel 
c'est-à-dire 

n  -  i 


qk=a.k,         Pk=x%, 


=  2J(ar0  +  igg+...  +  4)(«t-  «/.h- i)  +  (iT(i  +  afJ 

k  =  \ 


•''ii  '  ^/i- 


et  ainsi 


,s-,((.r0) 


■rn 


I  —  Xa 


n  —  \ 


V  (I  —  a?J)  (  a/,—  a/,+,  )  +  (i  —  à?»)  a„ 


L<-i 


Considérons  maintenant  le  rapport 

s»(a?o) 


v//j 


On  voit,  d'une  part,  que 


lim  (i  —  a?Jl)-pr  =  o, 
et,  pour  les  indices  A  qui  ne  sont  pas  de  forme  ?'- —  i ,  on  a 

D'autre  pari,  lorsque  /.  =  r2 —  i ,  nous  avons  |a* —  v-k+\  |  =  2, 
et,  dans  la  somme,  on  a  des  termes  de  celte  sorte  en  nombre  y//f ,  ce 
qui  démontre  l'égalité  (19). 

Pour  en  tirer  la  conclusion  cherchée,  écrivons  que 


<\i(xx0  ) 


./■ 


=  ^*»  (Xp  i-'"' 


donc,  pour  toutes  les   valeurs  de  x  intérieures  à   1, 


fy(xx0  1 


x 


<  rV/m  +  i  .r". 


n  =  0 


où  B  est  la  plus  grande  valeur  du  rapport 


s„  (  -r0  ) 
\l  n  ■+- 1 
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Mais  le  théorème  de  Cesàro  nous  donne 

lim(i  — |^|)2  V  v//i-M|.rj''  =  lim  n-^—  —  =  lim  V  "   '    -  =  C  I  fini  I, 


.«•  =  1 


n  =  " 

d'où  le  résultat 

|(.-,)H(**.)Ibc(i— '^^ BG' 


(f) 


i  —  a?    /        c  o  s  a 


où  C  est  la  plus  grande  valeur  du   rapport  dont  la  limite  est  C; 

y.  est  inférieur  à  — ,  les  chemins  tangents  au  cercle  étant  exclus. 

Le  degré  d'infînitude  de  '}(#)  ne  surpasse  donc  pas  j,  tandis 
que  son  ordre  est  égal  à  i.  Mais  ce  qui  est  encore  à  remarquer^ 
c'est  le  fait  que  la  série  formée  par  les  modules  des  coefficients 
est 

00 

dont  le  degré  d'infînitude  sur  le  cercle  de  convergence  est  mani- 
festement égal  à  i .  Donc  les  modules  des  coefficients  ne  déter- 
minent pas  complètement  l'ordre  de  grandeur  de  la  fonction  sur  le 
cercle  de  convergence,  les  arguments  des  coefficients  entrent  aussi 
enjeu.  11  en  ressort  nettement  que  Vinfluence  des  arguments  des 
coefficients  sur  l'allure  de  la  fonction  sur  le  cercle  de  convergence 
est  beaucoup  plus  profonde  qu'on  aurait  pu  le  croire.  Le  pro- 
blème nouveau  et  général  se  pose  donc  :  Déterminer  les  bornes 
et  les  caractères  de  i influence  des  arguments  sur  les  propriétés 
générales  de  la  fonction. 

15.  Sans  avoir  l'intention  d'aborder  l'étude  de  ce  problème, 
nous  allons  développer  une  remarque  générale  pour  donner  une 
idée  assez  exacte  de  l'influence  des  arguments.  \  cet  ellet  voici 
un  lemme  qui  nous  parait  avoir  un  intérêt  indépendamment  de 
L'application  que  nous  allons  en  faire. 

Soient  y.,,  y.2,  ...,  a./,  les  points  limites  de  la  suite  infinie 

«0>        aï-i       a2        •  •  •  i       rt'(>        •  •  •  • 


3o  'ii  t  pitre  i. 

Entourons  les  points  a,  de  cercles  assez  petits  |><>ur  qu'ils  soient 
extérieurs  les  uns  aux  autres;  les  termes  extérieurs  à  tous  ces 
cercles  sont  par  hypothèse  en  nombre  fini.  Soit  enfin  /n/(/i)  le 
nombre  des  termes  d'indice  inférieur  ou  égal  à  //  qui  se  trouvent 

dans  le  cercle  c/,  et  formons  les  rapports  — - 

Si    la  limite 

m,i(n)        . 
lim =fi 

existe,  nous  dirons  que  la  fréquence  du  point  a,-  est/,. 
Démontrons  que  dons  ce  cas 

oo 

(:ao)  lim  (i  —  a?) \  a„ a?»  =  /i at  -+-/î a2 -+- .  . .  +//,  a/, , 

.»■  =  1  <«■• 

n  =  0 

du  moins  le  long  du  rayon  (o,  i)  (1). 
I  )'abord  on  a 

oo  » 


ni  n  =  0 


avec 

lim  e„  =  o. 

7J=  00 

Mais,  d'après  le  théorème  de  Cesàro, 


X'li 


cl 


2< 

lim(i  —  x)  y, x"i=  —±-   -=lim-         -=Ji 

.1=1  ^""*  -r-^  n  —  x         H 

".         y  ./■" 

n  =  Q 

00 

lllll  —        -    =    Il  Ml  £„  =  O, 


>   .r" 
n  =  0 


d'où  il  résulte  (ao). 


(')  Le  même  résultat  subsiste  pour  tous  les  chemins  non  tangents  au  cercle. 
comme  on  peu!  le  voir  par  une  légère  modification  de  la  démonstration  donnée 
dans  le  texte. 
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lia  raisonnant  ainsi  sur  la  fonction 

i  —  x      —^ 

«  =  0 

on  obtient  la  relation 

lim    y  altxn  =/|C7,  -t-/2ff2H-.  ..-*-//,  7/,, 

où  fi  est  la  fréquence  du  point  limite  07  par  rapport  à  la  suite 
des  s„.  C'est  une  généralisation  immédiate  du  théorème  d'Abel 
d'après  lequel,  s'il  n'y  a  qu'un  seul  point  limite  <r,  la  fonction  tend 

vers  cette  valeur  pour  x  =  1  ('). 
Examinons  maintenant  la  fonction 


/(*)=%?» 


_  elJ-"X 

n  =  0 


el ,  pour  écarter  linllucnce  des  modules  des  coefficients,  supposons 
que 

lim  p„  =  A. 
Il  est  évident  que  la  fonction 

30 

n  =  0 

devient  infinie  de  degré  1  au  point  1.  Ouelle  distribution  des  e'a» 
abaisse  le  degré  d'infinitude  de  la  fonction  examinée?  Nous  allons 
montrer  que,  si  la  distribution  des  e1'"»  sur  le  cercle  de  rayon  1 
est  uniforme,  f(.r)  ne  devient  pas  infinie  de  degré  1  au  point  1  . 
La  distribution  des  e'a»  est  dite  uniforme  lorsque,  divisant  le 
cercle  en  A'  arcs  égaux,  la  fréquence  des  e'a'<  sur  un  arc  existe  et 

est  égale  à  -.  ('t  cela  pour  une  infinité  de  valeurs  de  /. . 

Il  suffit  de  démontrer  la  proposition  pour  la  fonction 


/i(-r)=_2/'3t"^", 


71  =  0 


(')   Voir  encore  à  ce  sujet  I'.  Dienes,  Essai  sur  les  singularités  des  fonctions 

analytiques  {Journal  de  Mathématiques,  11)09,  P-  ^î'i)* 
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car,  d'après  l'hypothèse 

oo 

/(j7)  =  A/1(a;)-f-2*»c'a»a?« 

«  =  o 
avec 

lim  £„  =  o, 

«=» 

et  selon  le  théorème  déjà  cilé  de  Cesàro 

oo 

lim (i  —  a?) N  en e'a» x"  =  o. 

«  =  0 

Formons  les  fondions 


?/.(^J=2^''')-r"' 


n  =  0 


en  prenant,  au  lieu  de  a„,  le  milieu  (3|f'  de  Tare  qui  le  contient.  La 
relation  (20)  nous  donne 

lim(i  —  x)  o/,-(x)  —  e  k  2,ck—  °> 


x=i 


où  Se*  est  la  somme  des  A""""  racines  de  l'unité. 
Mais 

J\(x)  =  OA(x)-^t,c(x), 

et,  quelque  petit  que  soit  s,  tous  les  coefficients  de  tk{x)  sont 
inférieurs  à  -  à  partir  d'un  certain  indice  k.  Par  conséquent,  pour 
À"  assez  grand, 

I  0  — a7)/l('r)l  <  K1"  x)^k(x)\  -+-  -• 

D'autre  part,  si  x  est  assez  proche  de  l'unité, 

|(i  —  a?)<pA.(a?)j  <  -, 

d'où  il  résulte  que 

(1  —  x)fx{x)\  <E, 

ce  qui  démontre  la  proposition. 
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L'ÉTUDE  DES  SINGULARITÉS  SUll  LE  CERCLE  DE  CONVERGENCE. 


1.  Les  généralités  du  premier  Chapitre  établies,    nous  pouvons 

aborder  l'étude  systématique  du  problème  des  singularités  qui 
consiste  pour  nous  à  chercher  en  un  point  singulier  des  relations 
entre  la  fonction  et  sa  représentation.  Plus  particulièrement;  nous 
allons  étudier  dans  ce  Chapitre  la  relation  entre  l'allure  de  la  fonc- 
tion et  celle  de  la  série  de  Taylor  sur  le  cercle  de  convergence. 

On  sait  qu'une  série  de  Taylor  peut  converger  ou  ne  pas  con- 
verger dans  un  point  du  cercle  de  convergence.  Dans  le  premier 
cas,  un  célèbre  théorème  d'Abel  nous  assure  que  la  série  repré- 
sente la  Videur  limite  de  la  fonction  qu'on  obtient  en  s'acheminant 
vers  ce  point  à  l'intérieur  du  cercle  sur  une  courbe  quelconque  ne 
touchant  pas  ce  cercle.  L'existence  même  de  cette  limite  est  une 
conséquence  de  la  convergence.  Dans  le  second  cas,  qui  est  le 
plus  général,  on  ne  peut  rien  conclure  sur  l'allure  de  la  fonction 
au  voisinage  du  point  considéré  :  la  fonction  peut  y  être  holo- 
morphe  ou  simplement  continue,  indéterminée,  infinie,  etc.  Le 
problème  se  pose  donc  d'une  part  de  chercher  les  conditions  de  la 
convergence  d'une  série  de  Taylor  sur  son  cercle  de  convergence. 
et  ce  serait  en  quelque  sorte  l'inversion  du  théorème  d'Abel; 
d'autre  part,  d'établir  des  méthodes  qui,  parlant  de  la  série  diver- 
gente, nous  donnent  le  moyen  de  conclure  sur  l'allure  de  la  fonc- 
tion  à  ce  point. 

Pour  ne  pas  amonceler  les  difficultés,  nous  étudierons  toutes 
ces  questions  sur  trois  étapes  successives.  Nous  supposerons 
d'abord  que  les  coefficients  tendent  vers  o,  puis  qu'ils  sont  à  crois- 
sance finie  et  finalement  qu'ils  sont  quelconques.  Pour  simplifier 
l'écriture,  le  rayon  de  convergence  sera  supposé  réduit  à  l  unité 
dans  tout  le  Chapitre. 

I).  3 
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LA    SOMMATION     DE    LA    SÉRIE    DE    TAYLOR 

SUR     LE    CERCLE    DE   COJV VERGENCE. 

2.  Le  premier  résultai  dans  l'étude  de  la  convergence  sur  le 
cercle  est  dû  à  M.  Hadamard.  Supposons  avec  lui  que  les  coeffi- 
cients tendent  vers  o  au  moins  comme  n~E,  s  >»  o,  c'est-à-dire  sup- 
posons cpic  l'ordre  sur  le  cercle  de  convergence  soit  <<  i  et  regar- 
dons un  point  régulier  de  cette  circonférence.  Le  théorème  de 
M.  Hadamard  établit  (pie,  sous  la  condition  indiquée,  la  série 
de  Taylor  converge  nécessairement  dans  un  tel  point. 

Pour  plus  de  simplicité,  soit  i  ce  point.  On  a 


I  X  -mi 


an).r". 


D'autre  part,  par  hypothèse, 

/(a?)=/(i)-i-A1(i  —  x)  -4-  A2(i  —  #)*  +  ..., 

de  façon  que 

oo  M  =  Je!i+A!+Al(,-*)+,.. 

i  —  x        i  —  x 

Mais  nous  avons  vu  dans  le  Chapitre  précédent  (n"  1 1  )  que  la  multi- 
plication par  ■  ne  change  pas  l'ordre  de  la  fonction 

A,(  i  —  a?)-t-  A2(i  —  x )2-f-.  . . 

dans  aucun  point  du  cercle,  sinon  en  î  où  elle  reste  holomorphe. 
La  fonction  A,  -f-  Aa (i  —  oc)  + .  .  .  est  donc  d'ordre  inférieur  à  î 
sur  le  cercle;  par  suite,  les  coefficients  c„  de  son  développement 
autour  de  l'origine  tendent  vers  o.  La  comparaison  de  (i)  et  de  (2) 
nous  montre  cependant  (pie 


rto-H  a, 


an  —  /(!)"+-  C/i, 


ce  qui  démontre  la  proposition. 

M.  Fatou  ('  )  a  remarqué  que  le  même  résultat  subsiste,  c'est-à- 


(')  Fatou,  Séries  trigonometriqu.es  et  séries  de  Taylor  (Acta  mathematica, 
t.  \\X,  p.  38g  . 


L  ETUDE   DES  SINGULARITES   SI  II    LE    CERCLE    DE   CONVERGENCE.  >> 

dire  la  série  converge  en  chaque  point  tri;  ni  ici-  du  cercle  de 
convergence,  même  si  l'on  ne  précise  pas  du  tout  la  façon  dont  les 
coefficients  tendent  vers  o.  La  démonstration  s'appuie  sur  le 
théorème  célèbre  de  Riemann  que  voie!  : 

Soit  donnée  une  série  trigonométrique  quelconque 


j  an  sinnB  -+-  bn  cos/iO  =^  A/(, 


n  —  fs  n  =0 

et  supposons  que  lim  an=  lim  b„  =  o. 

//  —  ao  n  —  00 

La  différence  entre  la  somme  A,  -f-  A2  + .  .  .  4-  h.n  et   /'/'nie- 
ra le 


rr 

O 


271  +  1. 
Slll  (0  —  t) 


<3>  iïf  *('>ï">M      -tt=t  ■)*■ 


sin 


OU 


■w—2 


«„  sin/if  -+-  bn  cos  nt 


n  =  1 


et  où  (b,  c)  est  an  intervalle  arbitrairement  petit  contenant,  le 

point  t=H  à  son  intérieur,  tend  vers  o  avec  —  si  ion  choisit 

pour  p(t)  une  fonction  continue  en  (b,  c)  ainsi  que  ses  cinq 
premières  dérivées  satisfaisant  aux  conditions 

p(*)  =  p(c)  =  p'(6)  =  p'(c)  =  o, 
p(8)  =  i,         p'(6)  =  p«'(O)  =  p'"(8)  =  p'v(0)  =  o1 

o" (t)    n'ayant    qu'un    nombre    fini   d' exl  renia    dans     l'inter- 
valle (b,  c)  (x). 

Il  suffit  donc  de  démontrer  que  l'intégrale  (3)  de  Riemann  tend 
pourn  =  od  vers  une  valeur  bien  déterminée.  Voici  le  raisonnement 
de  M.  Fatou.  Nous  avons  vu  dans  le  Chapitre  précédent  (n°  S  I  que 


(  '  )  Riemann,  Ueber  die  Darsteltbarkeit  eirter  Funktion  dure  h  eine  trigonome- 
trische  Iieihe  (Werke,  p.  a56).  Pour  ne  |>;ts  interrompre  lu  marche  d'idée  que 
nous  suivons,   nous  avons  mis  la  démonstration   du  célèbre  théorème  à  la  fin  du 

Volume  sous  forme  d'une  Note. 
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les  deux  fonctions 

00  gO 

f(x)  =  7  anxn         et         — V-ili.,'/ 

n  =  0  a       i 

ont  les  mêmes  singularités.  Par  conséquent  la  seconde,  comme  la 
première,  est  holomorphe  au  point  x  =.  e'e.  11  en  résulte  que 

est  une   fonction  holomorphe  de  /sur  un   petil   arc  entourant  le 
point  t  =  G. 

D'autre  pari,  deux  intégrations  par  partie  appliquées  sépa- 
rément à  l' i  ( /),  à  F2(*),  donnent,  grâce  aux  conditions  limites 
imposées  à  f  (#), 

2/1  -H  I 


111  /'F<"p(')^ 


=  f  [F(op(or 


sin (0  —  /) 


d/ 


sin 


et  la  partie  réelle  et  la  partie  imaginaire  de  [F(£)o(/)]"  satisfont 
également  aux  conditions  de  Dirichlet,  leur  valeur  en  8  étant  F" (fi) 
respectivement  F"  (8),  de  sorte  que,  d'après  le  théorème  classique 
sur  l'intégrale  de  Dirichlet  ('),  l'intégrale  considérée  tend  pour 
n  =  oo  vers  la  valeur  F"(8),  ce  qui  démontre  le  théorème  de 
M.  Fatou. 

Notre  série  de  Taylor  converge  donc  en  chaque  point  régulier 
du  cercle.  Mais,  en  réalité,  la  convergence  n'est  pas  restreinte  à 
ces  points  :  la  série  peut  converger  aussi  dans  des  points  singu- 
liers. Par  exemple  : 

3.  Si  les  coefficients  tendent  vers  o,  la  série  de  Taylor 
converge  en  c/an/ite  point  xQ  d'ordre  négatif  du  cercle  de 
convergence  (dont  le  rayon  est  supposé  égal  ;'i  i). 

En  ellet,  d'après  le  théorème  de  M.  Hadamard  sur  la  séparation 

(')   Voir  par  exemple  Jordan,  Cours  d'Analyse^  ■'  édition,  t.  Il,  p.  233 
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des  singularités  (p.    i5  >,  sif(x)  est  d'ordre  i»  < -"<>  en  ./•„,  on  ;i 


/(^)=2/'":r"+2c":r"' 


/!=0 


où  la  fonction  ^b„xn  est  d'ordre  co  -h  £  sur  le  cercle  entier  et  la 
fonction  Sc„xa  est  holomorphe  en  x0.  z  étant  arbitraire,  on  le 
choisit  de  façon  que  co  +  e  <;  o  et  l'on  en  conclut  que 

\bn\<n-*~*        (V>o), 

de  sorte  que  la  première  série  est  absolument  convergente  sur  le 
cercle  entier,  en  particulier  en  x0. 

D'autre  pari,  comme  l>„  tend  vers  o  pour  n  =  oo,  il  en  est  de 
même  de  cn  =  a« —  6W.  On  peut  donc  appliquer  à  la  seconde  série 
le  théorème  de  M.  Fatou,  et  l'on  voit  ainsi  que  la  seconde  série 
converge  en  r0,  ce  qui  démontre  la  proposition. 

Mais  on  peut  aller  encore  plus  loin.  En  effet,  pour  (/tic  la  série 
dont  les  coefficients  tendent  vers  o  soit  convergente  en  x0,  il 
suffit  de  supposer  que  f(x)  soit  continue  et  à  variation  bornée  (  '  ) 
sur  un  petit  arc  de  cercle  (a,  fi)  entourant  le  point  a?0,  sans  sup- 
poser l'existence  d'une  fonction  limite  dans  les  autres  points 
du  cercle  (2). 

La  continuité  en  ,r0  n'entraîne  pas,  en  général,  la  convergence 
de  la  série  à  ce  point.  En  partant  en  effet  de  la  série  de  Fourier 
divergente  dune  fonction  continue,  on  peut  construire  une  série 
de  Taylor  divergente  dont  les  coefficients  tendent  vers  o  et  qui  a 
cependant  une  fonction  limite  continue.  Pour  assurer  la  conver- 
gence, il  faut  donc  ajouter  à  l'hypothèse  de  la  continuité  une 
condition  supplémentaire. 

\  oici  la  marche  du  raisonnement  qui  nous  conduit  au  théorème 
énoncé.  On  démontre  d'abord  sans  peine  que,  la  fonction  limite 
f(c'^)  étant  supposée  continue  et  à  variation  bornée  dans  l'inter- 
valle (  oc,  fj),  il  en  est  de  même  des  fonctions 


/.(*) 


=  f    f(X)-a\lx=  f    *x)-a*dx  +  if    [/(«*)- a.]  irt 
J0  x  Jo  x  J* 


(')  Jordan,   Cours  d'Analyse,  ?.'  édition,  t.   I,  p.  54- 

(-')  P.  Dien'ES,  Sur  la  sommabilité  de  la  série  de  taylor   (  Comptes  rendus, 
1911,  t.  CLIII,  p.  802). 
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01 


*       /•     /  N  .'' 


.',,  X  Je  X  Jr, 


0  ~  ^a 


représentées  à  l'intérieur  du  cercle  comme  fonctions  de  x  =  re' 
par  les  séries 


zs- 


O  a 


« 


et  >  -r-a?" 


// 


2 


«  =  0  71  =  0 


dont  la  seconde  est  convergente  aussi  sur  la  circonférence  et 
représente  ainsi  la  seconde  fonction  pour  ces  valeurs  de  la  variable. 
On  en  conclut  que  F(/),  F'(/)  et  F"(/)  sont  continus  et  à  variation 
bornée  dans  (a,  [i).  Et  comme,  par  hypothèse,  p,  p'  et  p"  sont  aussi 
continues  et  à  variation  bornée,  il  en  est  de  même  de  [F(<)o(/)]" 
de  sorte  que,  d'après  le  théorème  classique  de  l'intégrale  de 
Dirichlet,  le  second  membre  de  (4)  tend  vers  une  valeur  bien 
déterminée  ;  le  théorème  deRiemann  nous  assure  donc  de  la  con- 
vergence. Ce  cjui  démontre  la  proposition. 

I.  La  fonction  étant  supposée  à  variation  bornée  en  xai  on 
aurait  le  même  résultat  si  /(x),  c'est-à-dire  sa  partie  réelle  et  sa 
partie  imaginaire,  avait  en  x0  une  discontinuité  de  la  première 
espèce.  On  pourrait  remplacer  de  même  l'hypothèse  que  la  fonc- 
tion soit  à  variation  bornée  par  des  conditions  plus  générales  sans 
que  le  théorème  cessât  d'être  vrai.  Mais  au  lieu  des  considérations 
de  ce  genre,  qui  cependant  ne  manquent  pas  d'intérêt,  nous  allons 
établir  un  théorème  plus  simple  et  plus  général,  en  nous  servant, 
à  l'exemple  de  M.  Fejér  (*),  des  moyennes  arithmétiques  des  s«(2). 
Supposons  que  les  coefficients  tendent  vers  o. 

Si,  pour  chaque  chemin  à  V intérieur  du  cercle  de  conver- 
gence aboutissant  à  a?0, 

lim  f(x)  =  A, 

on  a  nécessairement 

,.       S0-+-  SjJXq)  -h. .  .-h  sn(x0) 

il  in =  A. 


71  =  00 


n 


(' )  L.  Pejkr,  Ueber  die  Fouri&rschen  Reihen  {Math.    Innalen,  t.  LVIII). 
('-)   Voir  la  note  citée  précédemment. 
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Pour  le  démontrer,  nous  allons  généraliser  le  théorème  fonda- 
mental de  Riemann  de  la  façon  su i vaille  : 

La  difîérence  entre  A.t  -f-  A.2-f-.  .  .  -+-  A„  et  l'intégrale  (3)  tend 
verso  pour /?  =  70,  les  moyennes  arithmétiques  de  la  différence 
tendent  donc  également  vers  o.  Mais  les  moyennes  arithmétiques 
de  cette  différence  sont  identiques  à  la  différence  des  moyennes 
arithmétiques  des  deux  membres,  et  l'on  voit  facilement  qu'on  peut 
intervertir  de  même  la  formation  des  moyennes  arithmétiques  et 
l'intégration  en  question.  On  arrive  ainsi  au  résultat  remarquable 
que  la  différence  entre 

S\ -+-  Si -t- ...-+-  sn 


■  ? 


nu 


et  V intégrale 


s 


\,-h.  .  .-f-  A„, 

6-  e 


sin(«  -4-  i)- 


.     6 
sin  — 


dt 


tend  vers  o  pour  n  =  oo. 

S'il  s'agit  d'une  série  de  Taylor,   il  faut  prendre  pour  F(/)    la 
fonction 


n  =  i 


ou  plus  précisément  deux  intégrales  de  l'espèce   indiquée  formées 
respectivement  par  les  deux  fonctions  F,(£)  et  F2(z). 

Il  suffit  donc  de  démontrer  que  dans  les  conditions  indiquées 
cette  intégrale  I  tend  vers  une  limite  bien  déterminée  pour  n  =  x. 
Cette  démonstration  sera  basée  sur  le  lemine  Fondamental  que 
voici  : 

Si,  pour  chaque  chemin  à  l  intérieur  du  cercle  de  conver- 
gence aboutissant  à  x0J 

(5)  limsup.  |/(rr)|£M, 

il  y  a  tout  un  arc  (a,  j3)  comprenant  .r0  à  son  intérieur  tel  que 
quand  on  s'approche  à  V intérieur  du  cercle  d'un  point  quel- 
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conque  de  l'arc  i  a,  S  ),  i  " 

lim  sup.  |/(a?)|     M  +  ij         (r,  >  o)  ; 

•■>."  /c/  fonction 


/(  .7-)       aa 


tend  vers  une  limite  bien  déterminée  et  la  fonction-limite  ainsi 

définie  est  continue  et  à  nombres  dérivés  bornés. 

La  première  partie  de  la  proposition  se  démontre  très  facilement. 
Vax  effet,  si  r,  étant  donné  il  n'y  avait  pas  un  arc  de  la  nature 
indiquée,  il  y  aurait  toute  une  suite  de  points  ./'.,  du  cercle  de  con- 
vergence tendant  vers  ./„,  tels  que,  au  voisinage  de  a?v  la  limite 
supérieure  de  |y'(.z")  |  dépasserait  M -f- y,.  Mais  on  pourrait  déter- 
miner alors,  à  l'intérieur  du  cercle,  un  point  x'v  près  de  ./v  de 
façon  que  |./(^v)|  >  ^  +yl-  On  pourrait  donc  construire  par  les 
points  xlt  un  chemin  pour  lequel  (5)  ne  serait  pas  satisfait. 

Pour  démontrer  la  seconde  partie,  regardons  la  fonction 


Mx)—J dx, 


le  chemin  d'intégration  étant  une  courbe  rectifiable  quelconque  à 
l'intérieur  du  cercle  de  convergence.  Celte  fonction  est  définie 
tout  d'abord  pour  les  points  a?  à  l'intérieur  du  cercle  de  convergence. 
Soit  maintenant  x  un  point  de  lare  (a,  |j).   Les   parties  réelles  et 

f(x\ a 

imaginaires  de sont  des  fonctions  bornées  n'ayant  qu'un 

seul  point  singulier  sur  la  ligne  rectifiable  aboutissant  à  x;  elles 
sont  donc  intégrables. 

D'autre  part  on  voit  facilement  que.  pour  une  autre  courbe 
aboutissant  au  même  x  =  x0,  l'intégrale  a  la  même  valeur.  En 
effet.  <i  et  b  étant  deux  points   quelconques  des  deux  courbes, 

f{x)  —  af>J_        f        f(x)  —  a0 


dob.>„  X  Joabxtt 


X 

—    U  u  .1  y  v   U  tiu  -»"o 


r  /(«>-«» dx  =  r   m±ïi dx, 

'  x  ,Ki  X 

On  ■''„  0  bu  av. 
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de  sorte  que 


4" 


II/,   r, 


/<  x  i  -  at) 


</.!■ 


X 


f 


f(T)  —  a0 


l.r 


X 


f-f 

/i.r,         *    lia 


'   ba.ra 


En  prenant  a  et  b  assez,  près  de  ./■„,  chacune  des  deux  intégrales 
du  second  membre  est  inférieure  en  valeur  absolue  à  î.  La  différence 
au  premier  membre  est  donc  plus  petite  qu'une  quantité  quel- 
conque donnéeà  l'avance  ;  inaiselle  estdéterminée,  ('-tant  donné  que 
chacun  des  termes  est  un  nombre  déterminé.  Elle  est  donc  o.  Ce 
qui  démontre  que  pour  les  points  de  l'arc  (a(3)  la  fonction  J\(x) 
a  une  fonction  limite  indépendamment  du  chemin  suivi  à  l'inté- 
rieur du  cercle  de  convergence.  On  en  conclut  immédiatement  à 
la  continuité  de  la  fonction  limite  /,  (clt). 

Etablissons  enfin  que  cette  fonction  continue  /,  (x)  est  à 
nombres  dérivés  bornés  sur  l'arc  considéré.  Soit  ./'  un  point  quel- 
conque de  cet  arc  et  x  -+-  Av  un  point  à  l'intérieur  du  cercle  de 
convergence,  /*v  tendant  vers  o  de  telle  façon  que  x -\- h^,+  l  soit 
plus  près  du  cercle  que  x  -+-  Av-  Nous  avons  vu  que  dans  l'intégrale 

/l(.)_jf*£ït«.* 

le  chemin  d'intégration  est  une  courbe  rectifiable  quelconque  à 
l'intérieur  du  cercle  de  convergence.  Prenons  maintenant  pour 
ce  chemin  le  rayon  (o,.r-+-A|)  et  la  ligne  polygonale  convexe 
déterminée  par  les  points  x  -}-  Av.  On  a  ainsi 


/i(*+Aï)-/W 


=1 


X  +  /ly 


f(x)  —  a0 


x 


dx, 


de  sorte  nue 


|/i(tf-t-M-/i(*)l<|*v|K, 


où   K  est  un  nombre  fixe  déterminé  une  fois  pour  toutes  quand 
l'are  (a,  [j)  est  donné.  Il  en  résulte  que 


1  i m  sup. 


/t  (g  +  /ly)  -/,(*) 


<K. 


Regardons  d'autre   part  les   points  de  l'arc  (a,  (b)  de  l'argument 
0  -\-  7lV,  la  suite  riV  tendant  vers  o  d'une   manière  monotone.   Pour 
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chaque v  on  a 

/•1(e'tO-friv))_y|(e/0) 
gàO  i-rj»] gtô 


|im  /,(re''9+V)  —  /i(e'°) 


inn 


,     |  r  e«0-i-Y)v>  _  e*'e 

on  peut  déterminer  à  chaque  rlv  un  /'v!>  7\    i  de  sorte  que,  e  étant 
aussi  petit  qu'on  veut,  on  ait 

/t(rve"frH1v>)-/l  (  e®  )        /,  (  ««*"J»>  )  -/,  (  e*  ) 


On  en  conclut  que 

lim  sup. 


ei(6+r)v' e/6 


<e. 


/l(eA0^v»)_  /,(«*) 


;zl8-Hfjv)  _  grt 


<K, 


qui  prouve  enfin  que  J\  (x)  est  à  nombres  dérivés  bornés  sur 
Tare  (a,  (3).  Ajoutons  que  le  lemme  ainsi  établi  ne  suppose  aucune 
restriction  sur  les  coefficients  tayloriens. 

.*>.  Servons-nous  du  lemme  ainsi  établi.  M.  Lebesgue  (')  a 
démontré  qu'une  telle  fonction  f\{x)  a  une  dérivée  pour  un 
ensemble  de  points  dont  le  complémentaire  es!  de  mesure  nulle  et 
que,  de  plus,  une  telle  fonction  est  l'intégrale  indéfinie  de  sa 
dérivée  considérée  seulement  pour  l'ensemble  des  points  où  celle-ci 
existe.  Soit  '}(£)  =  '}(  (t)  -4-  ifa(t)  la  fonction  égale  hf{(elt)eu  où 
la  dernière  existe  et  égale  ;'i   V  aux  autres  points. 

Cela  posé,  reprenons  l'intégrale  1,  et,  pour  pouvoir  effectuer 
successivement  deux  intégrations  par  partie,  montrons  que  la 
dérivée  de  V(t)  est  continue  et  à  nombres  dérivés  bornés. 

Tout  d'abord,  x  étant  un  point  quelconque  à  l'intérieur  du 
cercle  de  convergence  ou  sur  l'arc  (a,  [il, 


2S~=.f 


Mm) 


d.r 


x 


71  =  1 


où  le  chemin  d'intégration  est  une  courbe  rectifiable  quelconque. 
Mais 


p<«>.-25"-  -f  ^ 


d.r 


(')  Lebesgue,  Leçons  sur  r  intégration,  p.  12J. 
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et  c'(>  étant  un  point  fixe  de  l'arc,  si  l'on  prend  pour  chemin  d'inté- 
gration le  rayon  (  o,  r;'9)  et  l'arc  (e  ,  <'"),  nous  aurons  d'après  le 
lemme  précédent 

/"'  JjJ^l  dx  =  c+  f"'  -àiZl  dx  =  c  -+- 1  fl  Me")dt. 

J0  X  Je  i0  X  •    0 

Par  suile, 

ce  qui  démontre  que  F(/)  est  continue  et  à  nombres  dérivés 
bornés  comme  la  fonction  fK{eitS). 

La  seconde  dérivée  de  F(/)  existe  donc  pour  chaque  point  de 
l'arc,  sauf  peut-être  un  ensemble  de  mesure  nulle,  et  dans  ces 
points 

F  -m  =  *(/). 

En  particulier,  on  démontre  sans  peine  parle  raisonnement  dont 

nous  nous  sommes  servis  dans  la  seconde  partie  de  la  démonstration 

du  lemme  précédent,  que  si,  à  l'intérieur  du  cercle  \\vc\  f^x )=  V, 

m 

X  =  l' 

on  a linul (t )  =  A .  Plus  généralement  soit  a  un  point  du  rayon  (o,e'e)  ; 

t  =  0  ' 
traçons  autour  de  a  comme  centre  un  cercle  c{  de  rayon  |  <?'9 —  a| 
passant  par  conséquent  par  e'9.  Le  cercle  de  convergence  et  la 
partie  de  la  circonférence  c,  près  de  el<)  déterminent  à  l'intérieur 
du  cercle  de  convergence  deux  voisinages  distincts  de  e'9.  Sup- 
posons que  dans  le   premier   voisinage  lim  f{  j ')  =  V  et   dans  le 


second   lim  f(x)—-  B,  et,  dans  la  définition  de  4,  ayons  égard   à 


,■    /' 


cette  circonstance  en  donnant  à  i|/,  dans  les  points  où  sa  détermi- 
nation est  arbitraire,  la  valeur  A  respectivement  B  selon  que  ce 
point  se  trouve  sur  la  frontière  du  premier  ou  du  second  voisinage. 
Nous  avons  ainsi 

<|/(0  +  o)  =  A,         <K8  —  o)  =  B. 

Effectuons  dès  lors  la  réduction  de  l'intégrale  I  à  une  intégrale 
plus  simple.  Une  première  intégration  par  partie,  grâce  aux  condi- 
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lions  imposées  à  :(H,  nous  donne 


De  la  seconde  intégration  par  partie  on  obtient 

<■  (  sin(n-^-i) 

1= /     [ty(t)p(t)+*F'(t)p'(t)-hF(t)?"(i)] 

parce  que  l'égalité 

[F'(0p(/)]'=F,(0p'(0  +  p(0«K') 

subsiste  pour  chaque  point  de  lare  considéré,  sauf  peut-être  pour 
un  ensemble  de  mesure  nulle.  On  en  conclut  par  le  théorème  de 
M.  Lebesgue  cité  tout  à  l'heure  que  le  second  membre  a  pour 
intégrale  indéfinie  la  fonction  F'(£)o(j)  et  comme  toutes  les  fonc- 
tions considérées  sont  bornées,  F'(/)p(/)  est  la  fonction  primitive 
du  second  membre,  ce  qui  justifie  enfin  la  seconde  intégration  par 
partie. 

6.  Nous  avons  vu  que  les  limites  -l  (G  +  o)  et  -L((j  —  o)  existent. 
La  fonction  z>(t)  =  >b(t)  p(/)  -h  2  F'(t)  p'(l)  +  F(/)  p"(t)  est  donc 
continue  à  gauche  et  à  droite  au  point  £  =  0.  Il  nous  reste  à 
démontrer  que,  sous  cette  condition,  l'intégrale  où  nous  avons 
écrit,  pour  plus  de  simplicité,  0  =  o, 


i        rc      .    .   /sinnf  \!   , 

—    /       cp   /)     -r— -      dt, 


tend  vers  une  valeur  bien  déterminée  pour  n  =  oo. 

Supposons  d'abord  que  cp(-ho)  — o.  Il   en  résulte  que,   s  étant 
donné,    on  peut   trouver,   au    coté   positif  de    l'origine    /  =  o,  un 

nombre  positif  a  <  -  tel  (pie  |f(^)|<6  dans   l'intervalle  (o,  a). 

D'autre  part, 


=  —    /  ©(*)(  — : dt 

r*        ,      /sinnA*  ,  /"'"  /sin/if\2  , 

+J  .  'f"i^r)'"+.L  •("(^r|'" 


A-+-  B 


2n  +  l 


Mai 


IS 
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A    <- -/  ?<t)\dl<-        -Lt <e, 

7t  n       Jo  in-n        2/1  +  1 


rai- 
sin /tf  \'        i         /  i 


SIN  / 


cos  / 


2 


CH.s  / 


cos  ni 


\<("  +  ' 


)« 


et 


bi<£/;  (=)^i»(oi*<^./;^<. 


2  n        1 


2/H-l 


parce  que  dans  l'intervalle  (o,  a) 
et  enfin 


sin  t  >  —  /, 


.  sin  «/  .  -   , 

Slll  / 


\CA< — li-r  f  l?(«)l<fc, 

1  -rr/t  si  n2  a ,/       '  '  ' 

de  sorte  que  C  tend  vers  o  pour  n  =  oo.  Il  en  est  donc  de  même  de 
l'intégrale  I. 

Si  ©(  +  o)  =  c0^o,  on  pose 

Cp(0  =  C0+7](«), 

de  sorte  que  rj(H-o)  =  o.  On  aura  ainsi 
i       rc  />i  ii  ///,-'  ,  c„      /*'  /sin/j/2   ,  i       /*" 

/    t»  (  1)1  — —    f //  =  —  /      — —  )  lit  -h  -      / 

On  sait  d'autre  part  que 


i       r     /sin  «A2  ,         i 

71  n  t/0       \  SI  11/    /  2 

et  le  raisonnement  sur  C  nous  montre  que 

7t 

Ç-  /sin  ni 
i       \  sin/ 

c         N 

Ces  deux  résultats  réunis  (ont  ressortir  qm 

hm  —  -)  dt  = 

n=<eT<n  J0     \  si  n/  / 


i 
— /; 


,// 


I  /  TT 

tt/1  sin2c  \  •>. 
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Nous  avons  démontré  par  ces  considérations  L'égalité 
j_    f'     ,      /sinnty         _  <o(-f-  o) 


et  Ton  démontre  de  même  l'égalité 


i       r°  /sinnA*    .         (p(—  o) 

lui)  —     /     m(t)[— —         dl  =  — -• 

n=oo  -/'  Jb  V  sm/  /  2 

Nous  avons  donc  établi  la  formule  définitive 

lui)    —     /      «p(ï)(— ^-)    dt  =  +±-  — ^ '- 

n  =  n  t.h  ,i/i  \  sin  t  I  -t. 

L'essentiel  est  pour  nous,  pour  pouvoir  profiler  du  théorème  de 
Riemann,  que  l'intégrale  considérée  a  une  limite  bien  déterminée. 
Cela  nous  assure  en  effet  que  les  moyennes  arithmétiques  des  s„ 
tendent  déjà  vers  une  limite,  et  par  cela  le  théorème  général  de  la 
page  38  se  trouve  démontré. 


LA     DIVERGENCE    DE    LA     SERIE    I)E     TAYLOIl 
ET     LES    SINGULARITÉS    AU    CERCLE    DE    CON  VERGENCE. 

7.  Nous  avons  vu  par  les  développements  précédents  que  la 
série  de  Taylor,  dont  les  coefficients  tendent  vers  o,  représente  la 
fonction  définie  par  elle  dans  les  points  réguliers  de  son  cercle  de 
convergence  et  que,  de  plus,  elle  peut  nous  renseigner  par  sa 
somme  ou  par  les  moyennes  arithmétiques  des  sn  sur  l'allure  delà 
fonction  autour  d'un  point  singulier  du  cercle,  si  toutefois  la  fonc- 
tion tend  vers  une  limite  quand  on  s'approche  de  ce  point  à  l'inté- 
rieur du  cercle.   Cela  nous  amène  à  poser  la  question  suivante  : 

00 

Est-ce  qu'une  série  divergente  ^  "nZ^  permet    de  co'nclure,   par 


a    o 


la  nature  même  de  sa  divergence,  à  l'allure  de  la  fonction  au  voisi- 
nage de  x0  ?  La  réponse  —  si  l'on  précise  un  peu  la  question  — 
est  affirmative. 

On  sa  il  par  exemple  que  la  fonction  y (se)  est  bornée  dans  tout 
angle   a„  •<  -,    le    sommet   à    x„    et   symétrique    par   rapport 


l'étude  nrcs  singularités  sur  le  cercle  de  convergence.  \- 

à  (o,  .*•„),  si  les  s„  ou  du  moins  leurs  moyennes  arithmétiques 
sont  bornées  en  valeur  absolue . 
En  eflel 


(l-T)*    -ZlS" 


Si(.r0) 


stl(x0)]xn, 


et,  par  hypothèse,  pour  n  >>/;, 


S„(.r«  ) 


n 


<A. 


On  a  par  suite 


l/( 

*)|<|i 

-:r|2|  Pp(»)|  +  |i- 

-  x  r- 

h^n\x\\ 

où  P/>(#)  est 

un  poly 

10111e  de  degré  yp. 

Mais 

VjiIjH»-        M 

n  —  1 

r> 

de  sorte  que 

f{x)\<\i  —  x\*\Vp{x)\  +  k\x\ 


I» 


;r 


0  —  1*1)' 
Et  un  calcul  élémentaire  montre  que  dans  l'angle  considéré 


lllll  sup. 
.>'— 1 


X 


I 


X 


«Pô 
cos  — 

■2 


ce  qui  démontre  la  proposition.  Le  même  raisonnement  s'applique 
d'ailleurs  aux  moyennes  arithmétiques  d'ordre  quelconque. 

La  réciproque  est  vraie  aussi.  Si  pour  chaque  chemin  à  l'inté- 
rieur du  cercle  de  convergence  aboutissant  à  x0  la  fonction 
reste  au-dessous  en  valeur  absolue  à  un  nombre  fixe,  les 
moyennes  arithmétiques  sont  bornées  en  valeur  absolue 
pour  n  =  ce. 

La  démonstration  en  est  la  répétition  presque  complète  du  rai- 
sonnement du    paragraphe    précédent    supposé    toutefois    que    le 

signe    /  ait  le  sens  que  M.  Lebesgue  lui  a  donné. 

En  résumé,  les  coefficients  tendant  vers  o,  la  suite  <rn(x0)  des 
moyennes  arithmétiques  nous  décèle  l'allure  générale  de  la  fonction 
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étudiée  au  voisinage  de  xQ.  Si  les  z„\  ./•„'»  i  en  de  ni  pour  n  =  00  vers 
l,i  limite  A,  la  fonction  tend  vers  La  même  valeur  dans  lout 
angle  <û0  <  iî  de  L'espèce  considérée.  Si  la  Limite  A  n'existe  pas, 
mais  la  suite  |7„(.z'0)|  est  bornée,  La  fonction  est  indéterminée 
en  j^O)  mais  bornée  dans  L'angle  ©0.  Si,  enfin,  la  Limite  supérieure 
de  la  suite  |î„(x0)  |  est  infinie,  nous  sommes  assurés  que  la  fonction 
devient  infinie  au  voisinage  de  x0. 

8.  Dans  le  dernier  cas,  nous  pouvons  poursuivre  encore  plus 
loin  la  correspondance  entre  la  divergence  de  la  série  et  la  façon 
dont  la  fonction  devient  infinie.  Nous  allons  établir  à  cet  elfel  un 
théorème  dû,  dans  sa  forme  générale,  à  M""  Valérie  Dienes  (L): 

Si,  ait  voisinage  de  x0,  la  fonction  est  de  la  forme 

P 


-—-9 h /,(.*•), 


x 


oit  P?(#)  =  kqxi +  A^,  as?'  '+...+  \„    et  l'ordre    de  j\  (x) 
en  ,r„  est  p'«<p,  on  a 

Il  m 


En  particulier,  dans  les  points  critiques  algébrico-logarithmiques, 

la  nature  de  la  divergence  de  la  série  est  en  relation  à  la  fois 
simple  et  précise  avec  la  structure  de  la  singularité  qui  se  trouve 
caractérisée  ainsi  d'une  manière  complète  par  les  sn,  donc,  en 
dernière  analyse,  par  les  coefficients  tavloriens  an  qui,  par  hypo- 
thèse, tendent  vers  o. 

Tout  d'abord  un  calcul  fondamental  pour  la  suite  nous  donnera 
l'ordre  de  la  croissance  des  sH  formés  au  point    1   pour  la  fonction 


l0g"rb 

(I  —  x)? 


y.,,.r". 


(  '  )  Valérie  Dienes,  Sur  les  points  critiques  logarithmiques  {Comptes  rendus, 
t.  CX L VIII,  séance  du  26  avril  1909).  Voir  encore  I'.  et  V.  Dienes,  Recherches  nou- 
velles sur  les  singularités  des  fonctions  analytiques  (  innales  de  l'École 
Normale,  191 1,  p.  38g  i. 
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Les  s„  de  la  fonction 

,  I  v^  x'1 

°  i  —  x      —  n 

n  —  \ 

sont 

i  i 

Sn  —  '  ~+~  —  -4-  .  •  .  -\ ', 

•î.  Il 

or,  d'après  l'égalité  établie  par  Euler, 

H-  --H...H-  -  —  log/i)  =  c, 
c'est-à-dire 
(7)  '"» 


«=«  log/i 
Clierchons  maintenant  les  sn  de  la  fonction 

On  peut  écrire  que 

log =  37  H ■  -H...H i-  R„(a?); 

i  —  x  i  n 

d'où,  en  développant  le  binôme, 

+  7(^-i-  —  ^-...+  —  )         R/t(a?)-t-...-t-[R„(ar)]». 

Les  termes  de  la  forme  C.rA'  (A"£/i)  se  trouvent  sans  exception' 
dans  la  première  parenthèse;  donc,  les  coefficients  étant  positifs,, 
on  a  pour  x  positif  et  inférieur  ou  égal  à   i 

s)?'  (x)%lx+  —  -H. ..-H  —  1    » 
d'où  en  particulier 

et  d'après  (  6) 

^(logm-c')»         (c>c), 
ou  enfin 

s,/ 
(8)  limsup.Tn r-=l- 

D. 


I  I  \1 

H      -   -f-  .  .  .  -r-  -         y 

i  n  ] 
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Cherchons  maintenant  la  limite  inférieure.  On  peut  écrire 


I  X-  T'I 

>g =  X-+-  - h... H 

i  —  x  7.  n 


\\„(.r  I, 


où,  à  la  rigueur,  au  lieu  de  -  il  faut  prendre  sa  partie  entière.  On 
en  conclut  comme  auparavant  que 


■v  i-'-j>    x 


x- 


car  il  y  a  des  termes  de  degré  inférieur  à  n,  qui  sont  négligés.   En 

particulier 

i  i  \  i 


„('/)> 


n 


ou  encore 


^/  i(log^  +  c 
d'où  l'on  conclut  que 


li  m  inf. 


log/ij'/ 
Donc,  d'après  (8),  on  a  pour  la  limite  cherché 

(9) 


/'/) 


Uni 


/,  =  oc  [logrtj'/ 
9.  Regardons  les  sn  de  la  fonction 


=  i. 


h'ïé 


./■ 


(i  —  x)? 
que  nous  désignerons  pars^P.  Nous  avons  vu  que  d'après  (9) 


r((7> 


Uni  — —  =  1 

n=«  |.log«|'/ 

et  l'on  sait  que  pour  les  s,,  de  la  fonction  ; —  on  a 

11  (1  —  x)ç> 


(10) 


lin,  -IL.  = 


„=*  n?         r(p  -+-  1) 
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A  l'aide  de  ces  deux  Limites  nous  allons  calculer  la  croissance 
de  s'!.'  P.  Toul  d'abord 


n 


(il)  sf^sTsf. 

En  effet,  on  peut  écrire 


L         i  — rj     (i 


— -  =      |  «0-f-  x,.r-h.  ..-f-  a„a?»-f-  R„0;| 
x)? 

x  [p0-<-p1a?-i-...-Hp,la7«-4-  H;((.r)|. 

où  les  a  et  les  J3  sont  positifs.  On  en  conclut  à  (i  i),  et,  grâce  à  (9) 

et  à  (  1  o),  nous  avons 

«,■</•  P                  , 
(12)  liiu  sup.  — ~ —  <  — -• 

Pour  trouver  la  limite  inférieure,  soient  /•'  un  nombre  plus  grand 
que  1,  s(/i)  la  partie  entière  de  /*,  et  enfin  soient 

k  —  i 


(^•)- 

?)='• 


£ 

nous  allons  démontrer  que 

(i3)  tl'P>si,Psf\ 

La  fonction  envisagée  peut  s'écrire 

X  [  p\>-f-  Pia-  4-. .  .-+-  J3,a7*-+-  R,(.r;  |. 

La  plus  grande  puissance  de  x  qui  se  trouve  dans  le  produit 

[a0-Ha,a7-+-..  .+  ara?'']  [  (304-  p\a~  -f-. .  .4-  fi^a;*] 
est 

„  /.  —  r  a 


n  -\-  -r  =  n. 


=     k  k 

D'où  il  ressort  en  particulier  pour  x  =  1  que 

.s'/-p>.v;/).s-ip'. 

Mais,  pour  éliminer  /•,  on  peut  écrire 


r  =  1ï 


X  ■  — 1     ' 


5l  CHAPITRE    II. 

où  i\  tend  vers  l'unité  quand  n  devient  infini,  donc 


loe/' 

li  ni  1—5—  =  i, 


et,  pour  éliminer  5,  écrivons 
où  Yj  est  inférieur  à  L'unité,  d'où 


n 

.V  =   —  -4-  r 


,.        S  l 

lim  —  =   , 

=  x  n         k 


Les  égalités,  identiques  d'ailleurs  à  (9)  et  à  (10), 

s  '' 

lllll    r-j =-    =   I 

,-=.[logr]* 


et 

1  •  A 

11  m  —  =  — > 

,=-  s?      r(p  +  i) 


se  transforment  donc  en 


nui 


•V 


et 

lini  -i-  = 


n  =  »  »?  Xpr(p-r-I) 

Si  l'on  divise  l'inégalité  (i3)  par  (log/i)?/iP,  on  obtient 


(  1  1  )  1  i  m  i  n  f . 


n  —  00 


«P |  log « ]'/  ~  /cp  F(p  +  1) 


Celte  inégalité,  combinée  avec  (12)5  nous  montre  que,  pour  n 
assez  grand,  le  rapport 


r(P  +  i) 


/■? 


/<p|  log/i]'/ 

est  entre  y—  et  1 .  Mais  /»  est  aussi  près  de  l'unité  qu'on  veut,  d'où 
il  est  évident  enfin  que 


(  1")  1  lini 


S 


'/•P 


«=.  /iPlogtfn        r(p-4-i) 


l'étude  des  singularités  sur  le  cercle  de  convergence.  v> 

10.   Il  nous  reste  à  évaluer  L'ordre  de  grandeur  des  s'N  relatifs  à 

00 

n      ii 

donl  Tordre  on  .r„  est  p'<Cp  et  dont  les  coefficients  bn  tendent 
vers  o  pour  n  =  00.  En  effet,  on  voit  immédiatement  que  les  coef- 
ficients cn  de  la  fonction 


'(log;rï) 


x_\? 

Xt\ 


■/Cn 


X'1 


tendent  vers  o,  car  cette  fonction  est  d'ordre   0  <<  1  sur  le  cercle 
entier. 

On  peut  poser 

00  00 

J\(x)  =  *i(x)^-Oi{x)=^?à1.,lX»+^$nT», 


n  =  Ç) 


où  o2(^")  est  liolomorphe  en  #,,,  q,  (x)  est  d'ordre  o,  =  0' -\-  z  <C  0 
sur  le  cercle  entier  et  lim  txH  =  lim  (3rt  =  o.  Par  conséquent,  d'après 

le  théorème  de  M.  Fatou, 

Iim(j30-H  131ar0-H----+-  P»*")  =  ?*(a*o)- 

D'autre  part, 

,   ,.              log  |  a„  | 
1  -+-  lim  sup.  — 7-^ =  pj, 

c'est-à-dire,  pour  n  assez  grand, 

quelque  petit  que  soit  $.  On  peut  donc  écrire  |  a„  |  =  — ^-  avec 


11  m  zn=  o. 

n  =  00 


Soit  //?  un  tel  indice  que  pour  n  >>  /»,  £«<<  £.  On  a 


2»~P 


6/1        ^  £2 


[(im-i)t- 


«J-p  21- 

1 


m'-p 
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de  sorte  que 


^     i 


i  0 


~n 


'»"•-  ~T^>   t- ••.-+■  — T— 7  M 


''   P  »»-p  ^  •->.!  -p  m^-p        /,    , 


X 


< 


n?  np  n? 

La  formule  connue 

;; 

2ài^ 


iini 


-p 


nous  montre  que 


n=oo       /'P  r(?-+-ij 

,.         /.=0 

/i  =  =o        n? 

En  somme,  si  x0  est  un  point  singulier  d'ordre  inférieur  à  c  et  si 
les  coefficients  tendent  vers  o,  lessw(#0)  satisfont  nécessairement 
à  la  condition 

n  =  =o      «P 

C'est  le  cas  de  /',  (x)  en  x0. 

Pour  conclure,  il  nous  reste  à  remarquer  encore  que 

sn(x0)  =  A7</'P+  Ay_, «'/-»•?  +  . . .+  A0^P)  +  . .  --f-5'„(^o). 

lui  divisant  chaque  ternie  par  /fPlog'//?,  on  obtient  la  relation 
annoncée  dans  le  théorème  qui  était  à  établir. 


LA     SOMMATION    DE    LA    SERIE    DE    TAYLOR 
DONT    LES    COEFFICIENTS    SONT    A    CROISSANCE    FINIE. 

I  I.   Supposons  que  les  coefficients  an  de  la  série 

00 

n  =  0 

au  lieu  de  tendre  vers  o,  satisfassent  à  la  condition  plus  large 

lim  —  =  o  (/•  >  o). 

ni' 

ji=  oc  II 
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En  général,  la  série  n'est  pas  convergente  en  aucun  point  du 
cercle  de  convergence;  nous  devons  donc  recourir  à  une  méthode 
de  sommation  plus  puissante  que  la  méthode  simple  qui  consiste 
à  chercher  la  limite  des  s„.  Nous  allons  voir  que  la  méthode 
générale  des  moyennes  arithmétiques  permet  d'étudier  d'une 
manière  assez  complète  l'allure  de  la  série  de  Taylor  sur  son 
cercle  de  convergence. 

Voici  la  définition  des  moyennes  arithmétiques  d'ordre  réel  r. 
Soil 


c'est-à-dire  soit 


3D  00 

(1-L)~i  2 a,ixn =2  s"')2"'' 

n  =  0  n  —  0 

n 


i 


es  expressions 


...     ro  +  os,/'» 

Ub)  *„'>  = — («  =  i,a,  ...,oo) 

sont,  par  définition,  les  moyennes  arithmétiques  d'ordre  r. 
M.  Knopp  (')  et  M.  Sclinee  (-)  ont  démontré  que,  pour  /•  entier, 
cette  définition  est  équivalente  à  la  définition  ordinaire 

(17)  *>f5=^ '  „        ,'•  "  (°r  =  Sn), 

Il   -I—  I 

dans  le  sens  que  l'existence  de  la  limite  pour  n  =  oc  de  (16) 
entraîne  celle  de  la  limite  de  (17)  et  inversement. 

A  l'aide  des  moyennes  arithmétiques  ainsi  définies,  démontrons 
tout  d'abord  le  théorème  important  de  M.  Hadamard  sur  la  som- 
mation de  la  série  de  Taylor  aux  points  réguliers  du  cercle  de 
convergence. 

Si 

(i8j  liin   —^-z  =  0  (s  >  o), 


(')  Knopp,  Grenzwerthe  von  Beiken  bel  der  Annàherung  an  die  Konver- 
genzgrenze,  1907,  p.  19. 

(;)  Schnek,  Die  Identitat  des  Cesàro'schen  und  Holderschen  Grenzwerthes 
(Math.  Annale»,  t.  LXVII,  1909,  p.  110). 
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les  moyennes  arithmétiques  d'ordre  r  ont  une  limite  bien 
déterminée  en  chaque  point  régulier  du  cercle  et  cette  limite 
est  la  valeur  de  la  fonction  f(x)  =  ^a,,x"  à  ce  point. 

Pour  le  démontrer  remarquons  que,  à  cause  de(i8),y*(.r)  est 
d'ordre  moindre  que  /■+  1  sur  le  cercle  de  convergence  et.  que  x0 
étant  le  point  régulier  en  question, 

f(x0x)  =f(x0)-h(l  —  x)fi(x), 
où 

00 

•est  holomorphe.  Il  en  résulte  que 

- — *-—  y  an xi xn = y  s«r («,)-  =  /(Xo)  ,  -4-  Mx\ , 

n=0  k=0 

■et  la  dernière  partie  du  second  membre  est,  comme  fK  (x), 
-d'ordre  inférieur  à  /•  -p  1  sur  le  cercle  entier  car,  d'après  les  pro- 
priétés de  l'ordre,  le  facteur  (1  —  r)_/  ne  change  pas  l'ordre  dans 
aucun  point  du  cercle,  sinon  au  point  1 ,  dont  l'ordre  est  au  plus  /'. 
Le  rapport  des  coefficients  tayloriens  de  la  seconde  et  de  la  pre- 
mière partie  du  second  membre  tend  donc  vers  o.  On  en  conclut 
.à  la  relation 

S\p=f(x0)BX+"(i  +  zn), 

rce  qui  démontre  enfin,  en  tenant  compte  des  propriétés  bien  con- 
nues des  coefficients  binomiaux  B^+l>,  que 

lims<;>(.r0)  =/(a?0), 

n  =  00 

■comme  il  fallait  le  démontrer. 

12.   M.  Marcel  Riesz  (x)  a  généralisé  ce  résultat  en  montrant, 
fpar  un  calcul  qui  ne  manque  pas  d'intérêt,  que  la  condition  (18) 


(  '  )   M.  RiESZ,  .Sur  les  séries  de  Dirichlel  et  les  séries  entières  (Comptes  rendus, 
-sé.incc  du  22  novembre  1909). 
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peut  être  remplacée  par  la  condition  plus  générale 

■  ■      «/i 

llll)     — 7   =   (), 
n  —  x,  II 

sans  qu'on  ait  à  modifier  le  théorème.  Nous  ne  reproduisons  sa 
démonstration  que  pour  le  cas  /•  =  i ,  et  supposons,  pour  simpli- 
fier Técriture,  que  x0  =  i. 

D'après  le  théorème  de  M.  Fat  ou,  la  série 

oo 

—    il 
n  =  l 

est  convergente  en  x  =  i  car,  par  hypothèse,  ses  coefficients 
tendent  vers  o  pour  n  =  oc  et  le  point  i  est  régulier.   Les  sommes 


«i        a-> 


a, 


7/t—  a0-\ 1 h ...  H ! 

I  x  n 


et,  a  fortiori,   leurs  moyennes  arithmétiques  tendent  donc  \  ei  > 
ç(i).  Mais 


di-f-  ff24-.  .  . -f-  Un 

n 


a. 


a  i        a  ■> 

I  2 


a,,        />i  -+-  «2  -+-... -f-  <t,i 
n  n 


ce  qui  nous  montre  que 


Il  m  —  =  o 

il  =  oo    7*i 


(*«  =  fl0+al+«2  +  "  «r+-  ««)• 


D'autre  part, 


f'i) 


et  11  _  I   — 


•So-4-s, 


sti-1 


*o 


|*i  I 


< 


n  -f- 1 

1    ■*  71-1    1 
rt   I 


de  façon  que 


n 


n  -r  l 


lim  (*y>  — *yji)  =  o. 


Supposons  maintenant  que/(\)  =y'(i)=  o,  ce  qu'on  peut  tou- 
jours réaliser  en  ajoutant  àf(x)  une  expression  a -f-  ta?  convena- 
blement choisie,  et  appliquons  le  théorème  de  M.  Fatou  à  la 
série 


71  =  1 
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On  le  peut,  étant  donné  que  la  fonction  représentée  par  elle  est 
holomorphe  au  point  i.  Il  en  ressort  que  la  limite  de  s^p  existe, 
comme  il  fallait  le  démontrer. 

Par  un  passage  de  r —  i  à  /•,  on  établit  ainsi  facilement  la  pro- 
position pour  r  entier.  Ajoutons  une  remarque  générale  qui  est 
en  quelque  sorte  la  réciproque  du  théorème  précédent.  Si  les- 
,s'„'' (.r0),  pour  n  =  oo,  tendentvers  une  limite  bien  déterminée  A. 
f{.x)  s'approche  indéfiniment  de  A  quand  on  s'achemine  vers  x^  à 
l'intérieur  du  cercle  sans  y  toucher. 

Supposons,   en  effet,   que 


c  est-à-dire  que 


lin,  ''"-1-,"  S""'  =  A. 

ri  =  oo  tl 


1>  '  +  " 


et  soit/>  un  indice  tel  que  |  zn\  •<  s  pour  nç,p.  On  aura 

DO  00  00 

(i        x  )  -— i  — i  — 

n  --  0  n  =  0  n  =  p 

P(jc)  est  un  polynôme  de  degré/?.  Mais,  par  définition, 

00 

(i  —  xy+i  y  Bl/;-t-"^"  =  i, 

n  =  0 

de  sorte  que 

oo 

|/(a?)  —  A|  <  |i  —  .r|'-+»  |  P(a?)I-4-e|i  —  a?|'+1VBÎf+-«|a:|*, 
ce  qui  démontre  notre  remarque,  car 

V  B"'+D  I  ri"  —  î 

n  =  0 

et 

I , #  i  j 

lini  I  i  —  x  |''+1  P(^)  =  o,  lim  sup.  -J : — p  <  » 

x=i  jr=i        i  —  |^1  COSÇo 

où,  par  hypothèse,  |cp0|  <— • 

L'existence  de  la  limite  de  f{x)  dans  le  voisinage  angulaire 
(<<'K)du  point  considéré  résulte  de  l'existence  de  la  limite  des 
moyennes  arithmétiques. 
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13.  Regardons  les  points  singuliers  du  cercle  <le  con\ergen<w. 
En  ce  qui  concerne  les  points  d'ordre  négatif  on  établit  facilement 
le  théorème  suivant  : 

Si   lim  n~ran  =  o,    les    moyennes    arithmétiques   d'ordre   r 

tendent  vers  une  limite  dans  chaque  point  x0  d'ordre  négatif 
du  cercle,  et  cette  limite  est  la  valeur  dont  la  fonction  s'ap- 
proche indéfiniment  quand  x  tend  vers  x{)  à  l'intérieur  du 
cercle. 

La  démonstration  est  identique  à  celle  dont  nous  nous  sommes 
servis  pour  le  cas  r  =  o.  On  écrit/(.r)=/,  (x)-\-f2(x);J\(x)  est 
d'ordre  négatif  sur  le  cercle  entier,  son  développement  taylorien, 
et  a  fortiori  les  moyennes  arithmétiques  d'ordre  /•,  convergent  en 
chaque  point  du  cercle,  en  particulier  en  x0.  D'autre  part  fz(x) 
est  holomorphe  en  x0  et  l'on  voit  aisément  que  ses  coeificients 
tayloriens  cn  satisfont  à  la  condition  lim  nrc,i=  o,  de  façon  que, 

M  =  oo 

d'après  le  théorème  du  numéro  précédent,  les  moyennes  arithmé- 
tiques correspondantes  convergent  vers/2(:r0).  Ces  deux  résultats 
réunis  démontrent  enfin  le  théorème  en  vue. 

Pour  les  points  de  continuité,  nous  allons  généraliser  de  même 
le  théorème  correspondant  (p.  38)  (1)  : 

Si  lim  n~ran  =  o,     les   moyennes    arithmétiques    d'ordre    r 

convergent  en  chaque  point  xQ  du  cercle  où  l'on  a,  pour  toute 
courbe  qui  de  l'intérieur  du  cercle  de  convergence  aboutit  àxn, 
lim/(»=A. 

La  démonstration  consiste  dans  la  réduction  au  cas /•  =  o  par 
notre  lemme  fondamental  de  la  séparation  des  singularités  que  nous 
allons  exposer. 

Soit  donnée  la  série 

30 

/(a?)  =  2_ianx", 

71  =  0 

ayant  pour  rayon   de   convergence  l'unité,   et  ne  faisons  aucune 


(')  I'.  Dienes,  Comptes  rendus,  i<|i  i  . 


6o 
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hypothèse  supplémentaire  sur  les  an.  Soit  ./„  un  point  du  cercle 
de  convergence. 

Si,  à  V intérieur  du  cercle  de  convergence, 
(19)  Ion  sup.  |/0)|  =  A  (fini), 

on  peut  poser 


«=0 


n  =  0 


où  /,  (x)  et  f»(x)  sont  holomorphes  à  V intérieur  du  cercle  de 
rayon  1  ;  de  plus,  fo(^)  est  holomorphe  sur  un  petit  arc  com- 
prenant x0  à  son  intérieur  et  lim  />„  =  o. 

Par  ce  lemme,  la  singularité  en  x0  pourra  être  considérée  comme 
appartenant  entièrement  à  une  fonction  ayant  un  développement 
tavlorien  dont  les  coefficients  tendent  vers  o. 

Nous  avons  vu  (p. 39)  que  la  condition  (19)  entraîne  l'existence 
d'un  petit  arc  (a,  (3),  comprenant  x0  à  son  intérieur,  tel  que /(./') 
est  bornée  dans  le  triangle  Oajï  {fig.  4)-  La  formule  de  Cauchv 

Fig.  4 


nous  donne  ensuite 


Mais  |y '(.r)  |  est  bornée  vers  l'arc  (a,[i).  On  en  conclut  à  l'existence 
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de  la  limite  de  ©r(#)j  par  conséquent  à  celle  de  f,{x)  pour  /■  =  i . 
D'autre  pari 


//•<>,)  =2  ''«"•)•'■"  • 


H=0 


avec 


(20) 


f(z)dz 


et  l'on  voit  aisément  que,  pour  /•  =  i ,  &«(/*)  tend  vers  une  valeur 
bien  déterminée  l>„,  le  coefficient  taylorien  de  la  fonction 
y",  (#)  =  limyVC^)-  Montrons  (|ue  lim  b„  =  o. 

Posons  à  cet  efi'et  3?  =  /•«'?  et  envisageons  les  fonctions  exami- 
nées de  x  comme  fonctions  de  o,  /■  étant  pris  pour  un  paramètre. 
Remarquons  tout  d'abord  que 


\dz\ 
\  x  —  z  |  ' 


A'  étant  supérieur  au  module  maximum  de  f(x)  dans  le  domaine 
triangulaire  (O,  a,  (3). 

Un  calcul  élémentaire  nous  montre  cependant  qu'on  a  indépen- 
damment de  /•  >  /'i  ]>  |  «o  | 


/" 


I* 


£?LL<B-t-C|log(<p-a)|, 


où  les  constantes  B  et  C  sont  déterminées  uniquement  par  |  a0  |. 
En  se  servant  convenablement  de  cette  remarque,  on  voit  que  les 
fonctions/,-^),  ainsi  que  leurs  carrés,  sont  absolument  sommables 
(intégrables)  sur  leurs  cercles  de  convergence  respectifs  (de  rayon 
égal  à  /•  pour  fr(%)  et  contenant  les  seuls  poinls  singuliers  pos- 
sibles :  x  =  a.r  et  x  =  fir)  ;  et,  de  plus,  les  intégrales  ainsi  consi- 
dérées ont  une  borne  supérieure  finie  pour  /•  =  i .  Il  en  résulte, 
grâce  à  la  formule  bien  connue  de  l'arscval  relative  aux  coeffi- 
cients   des    séries    irigonométriques,    que     la    limite   supérieure 

pourr=  i   des  quantités    >  /'-"  |  b/,(r)  \-  est  finie.  On  en  conclut 
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enfin   que    La    série    7  \b„  |2   est    convergente,   c'èst-à-dire  que 

n  —  0 

lini  bn  =  «>. 

Si    L'on    remarque    enfin   que    la   fonction  /-2(x)  =  l'un  z>r(x) 

1=1' 

est   holomorphe  sur   L'arc  1  x,  (3)  comme    sa   forme   d'intégrale   le 
montre  immédiatement,  le  lenime  proposé  se  trouve  établi. 

Les  conditions  du  lemme  sont  satisfaites  par  la  fonction  f(x) 
qui,  à  l'intérieur  du  cercle,  tend  vers  une  limite  A.  On  peut  donc 
poser  conformément  au  lemme 

00  oc 

n  —  0  n  =  0 

Comme  lim  bu  =  o,  notre  théorème  de  la  page  38  nous  assure  que 

les  moyennes  arithmétiques  correspondantes  s ■  ^  (b  n ,  x  0)  et  a  for- 
tiori s(tp(bn,  x0)  s'approchent  indéfiniment  de  A  pour  n  =  ce. 
D'autre  pari,  f2(x)  est  holomorphe  en  x0  et 

lnn  —  =  nui  s=  o. 


Il   =    X 


n'       n-»        n' 


de  sorte  que  nous  pouvons  nous  servir  du  résultat  du  n°  12,   ce 
< [  11  i  nous  donne 

lim  s'ipien,  x0)  =/2(ar0). 

«  =  oc 

Enfin 

s\ï}(an,  2*0)  =  s\?(bn,  x0)  -+-  stfHcn,  x0), 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

Si  l'on  jiose  /•  =  1 ,  on  voit  en  particulier  que  le  théorème  (p.  38) 
d'après  lequel  les  moyennes  arithmétiques  ordinaires 

S„-{-3l(go)-T-..  .-+-Sn(x0) 

n  -+- 1 

tendent  vers  f(x0),  reste  vrai   sans  aucune  modification,   même 
dans  le  cas  où  les  coefficients  ne  tendent  pas  vers  o,  mais 

lim  —  =  o. 

n  =  oc    'i 
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II.  Nous  avons  vu  cependanl  que,  plus  généralement,  on  peut 
conclure  de  l'allure  des  moyennes  arithmétiques  à  l'allure  de  la 
fonction.  Par  exemple,  si  les  moyennes  arithmétiques  d'ordre 
quelconque  sont  bornées  en  valeur  absolue  pour  n  =  ~jz,  cette  fonc- 
tion, elle  aussi,  est  bornée  au  voisinage  angulaire  (<~)  du  point 
considéré.  Inversement,  l'allure  de  la  fonction  peut  déterminer 
celle  des  moyennes  arithmétiques,  comme  nous  allons  le  voir. 

Les  an  étant  tels  que  lim  n~raa=  o,  si,  à  V intérieur  du  cercle 

Il  =;  oo 

de  convergence, 

lim  Mij).  |  f{x)  |  ^  A, 

on  a  nécessairement 

lim  sup.  |  s{,p(x0)  I  ^  A. 

n  =  oo 

Le  leinme  fondamental  s'applique  de  nouveau  : 

ce  oc 

et,  d'après  le  n"  12, 

(•22)  lim  ^'(c,,,  a?0)  =  /2(a?0). 

n  :=:  oo 

D'autre  part,   notre    théorème  (p.  47)  nous   montre  <pie  la   suite 
I  s\l \bn,  Xq)  I  est  bornée  pour  /i  =  x.   Il  ne  nous  reste  qu'à  faire 
voir  qu'il  en  est  de  même  des  moyennes  arithmétiques  d'ordre  r. 
Remarquons  pour  cela  que 

n 

(23)  *,ï   =2iVn-r   Sï\ 

1=0 

et  supposons  que  les  moyennes  arithmétiques  d'ordre  /*'•</'  sont 
bornées  en  valeur  absolue,  c'est-à-dire  que 

|s',;'M<A(  «  +  .)'". 
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Nous  devons  conclure  que 

is<n<B(«-*-i)'-. 

Mais,  en  général. 

|B««|<C(in- 1)»-», 

de  sorte  que  (a3)  nous  fournit  l'inégalité 

ri 

|S<ri<CA2(n-i  +  i)'-'-'-»(*  +  i)'-', 

i-  I 

d'où,  en  posant  /•  —  /•'=  /. , 
c'est-à-dire 

(  /i  -H  i)'-  I  n  -+-  i  >*  l  21"*  («  -h  I)1_AJ 

enlin,  selon  la  formule 


lim 


on  obtient 


n  =  «(«+l)4'        ru-i-i) 


S  ,'"■'               G  A 
hm  sun.   '     "    '    <  — =  B. 


Nous  pouvons  donc  affirmer  que  la  suite  \s/l) (btl)  xt))\  est  bornée 
parce  qu'elle  l'est  pour  r  =  i ,  ce  qui,  joint  à  (22),  démontre' le 
théorème. 

En  résumé,  si  la  suite  .v|' ""'(-*'<>)  lend  vers  une  limite  A,  la  fonc- 
tion s'approche  de  V  quand  x  tend  vers  x0  à  l'intérieur  du  cercle 
de  convergence  au  voisinage  angulaire  (<C  ~)  de  ce  point.  Si  cette 
suite  n'a  pas  de  limite,  mais  si  elle  reste  bornée  en  valeur  abso- 
lue, la  fonction  est  indéterminée  autour  de  .*■„,  mais  elle  est  bor- 
née au   voisinage  indiqué.   Si,   enlin.   lim  sup.  |  .^''(.z-o)  |  =  x,   la 

n  =  00 

fonction  devient  infinie  au  voisinage  de  x0. 
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Les  moyennes  arithmétiques  «l'ordre  /•  caractérisent  ainsi  en 
grande  ligne  l'allure  de  la  fonction  dans  un  point  quelconque  du 
cercle  de  convergence.  11  nous  reste  à  étudier  pins  particuliè- 
rement le  cas  où  s^'(x0)  devient  infini  et  montrer  que  le  degré 
d'infinitnde  de  cette  expression  coïncide  avec  celui  de  la  fonc- 
tion. 

L'ÉTUDE    DES    POLES    ET    nKS    POINTS    CRITIQUES 
ALGÉBUICO-LOGARITHMIQUES    SUR    LE    CERCLE    DE    CONVERGENCE    (1). 

lo.  Supposons  que /"(a?)  soit  en  x{)  de  nature  algébrico-logarith- 
mique,  c'est-à-dire  soit 

P*/l°g  — 


/<*>=         r:9'  +/.(*). 


où  Pq'x)  =  Aqxi-+-  Aq_,x'!-(  -K  .  .-f-A0,/i(.r)  est  d'ordre  p'<  p 
en  x0.  Si  l'on  suppose  encore  que 


liin  — -  =  o, 

«  =  00    II 


nous  avons   nécessairement  p  </'+!•  On   peut  s'en  convaincre 
facilement  parle  théorème  de  Cesàro. 

Dans  les  conditions  indiquées,  on  a 

t  ,v  y       s'>~'         r(/--P-4-i) 

(ai)  ',m  ; =  — ^ ! — r-^Afl, 

'  «  =  «,  «Plog'//i  1(/--hi)         ' 

c'est-à-dire  que  la  partie  dominante  de  la  singularité  se  décèle 
complètement  dans  les  moyennes  arithmétiques  d'ordre  r  —  p. 

Déterminons  tout  d'abord   l'ordre  de   grandeur  des  moyennes 
arithmétiques  des  s„  d'ordre  quelconque  formées  au  point  i  pour 


(')  P.  Dienes,  La  série  de   Taylor  sur  /<■  cercle  de  convergence  {Comptes 
rendus,  igo5,  t.  CXL,  p.  189).  —  P.  Dienes,  Essai  sur  les  singularités  des  fonc 

lions  analytiques  {Journal  de  Mathématiques,  igu).   —  M V.  Dienes,  Note 

citée.  —  I'.  et  V.  Dienes,  Recherches  nouvelles  sur  les  singularités  des  /onctions 
analytiques  {Annales  de  l'Ecole  Normale,  191  f ). 

D. 
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la  fonction 


log'/ 


I  —  X 


(  I  X)? 


Nous  savons  que  les  S^a)  de  cette  fonction  sont  précisément  les 
s„  cle 


•«g17 

[ 

I  —  X 

(I— 

x)?-*-*' 

par  conséquent,  d'après  (i5), 

C(<X) 

■  •  *~>  n 


hm 


n  =  00«p-t-a        r(p-t-a-+-i) 

de  sorte  que 

,    .  ..  s',f  r(a-Hi) 

(25)  li  m 


n  =  »  wP  log^/t        F(p  -+-  a  -+-  i; 

Cette    remarque    nous    fait   connaître    d'une    manière    précise 
l'ordre  de  grandeur  des  s{ff]  en  nombre  q  -f-  i  dont  la  somme  forme 

le  s\f]  de 

i 


I\/'og 


x 


jP  \P 
*0. 


en  a?0.  On  peut  décomposer  d'autre  part/,  (x) 

OC  00 

/,(a?)  =  ç1(a?)+  ©,(r)  =^bflx»^-^cnx", 


tt=0 


où  ©o(«^)  esl  liolomorphe  en  x0  et  l'ordre  de  ©t(#)  sur  le  cercle 
entier  est  o,-<o/+£<;p.  Il  en  résulte  comme  auparavant  que 
pour  n  assez  grand 

I  b„  |<  nP.+1-i, 

/i  étant  aussi  petit  qu'on  veut,  c'est-à-dire  que 
,  cx  ..        en  ,.      s„(6rt,  ar0) 

(•>.6)  Il  III r   =  O  OU  II  tll    =   O, 
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et,  a  fortiori. 


qui  entraine 


lilli  — ■  =  o, 

n  =  »   fl 


■  ■  C/i 

1 1  m   —  =  0. 


Montrons  que  ('■>■())  est  valable  pour  les  moyennes  arithmétiques 
d'ordre  quelconque  s'il  est  valable  pour  les  sn.  Supposons  plus 
généralement  que  pour  r'^o  mais  inférieur  à  /■,  on  ;iit 


lim  -^—  =  o, 


et  démontrons  qu'il  en  résulte  nécessairement 


lim   =  o. 

„  =  *>  nr+? 


On  a  d'abord,  par  définition, 

1=0 

avec 

lim  zn  =  o. 

ni:» 

Par  suite,  en  posant  /•  —  /•'  =  a, 


|  S,f  |    ,      '  '  ■i1'a  (n  — 1)'-° 


nr       ~  n- 


Soit  a'<a<i,  et  partageons  la  somme  au  numérateur  en  deux 
parties  par  le  terme  dont  l'indice  k  de  s  est  la  partie  entière  de 
n  —  /**',  et  soit  ev  le  plus  grand  des  quantités  |  s„^,  |,  |  tn--i,  •  •  •  > 
|  £/,|.  Il  est  évident  que  lim  sv=  o,  de  sorte  que  la  première  partie 


est  inférieure  à  la  quantité 

1 


1 


2!-<X  ni-tt 

n* 


tendant  vers  o  pour  n  =  x.  Il  en  est  donc  de  même  de  la  pre- 
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mière  partie.  La  seconde,  à  son  tour,  est  inférieure  à 

a  r_L_       »  ■  î 

n*  [A'-a  +  (A" -h  I)l"«  -+-•••+  ni-aJ' 

où  A  est  le  plus  grand  des  nombres  |  z,\.  Mais  le  nombre  des 
termes  dans  le  crochet  est/ia';  par  suite,  la  seconde  partie  est  infé- 
rieure à 

A«*'-°<, 


(lui  tend  évidemment  vers  o  avec  — • 
1  n 

Nous  avons  supposé  dans  la  démonstration  que  /•  —  /*'<C  i  •  Mais 
quelle  que  soit  la  valeur  de  cette  différence,  en  appliquant  succes- 
sivement le  même  raisonnement  un  nombre  fini  de  fois,  on  arrive 
au  résultat  général  cherché. 

Dans  notre  cas  /•'=  o  et  /•  doit  être  remplacé  par  /■  —  p.  On  a 
ainsi 

..      s,/i-P>(6„,a70) 

h  m =  o. 

n  =  *>  n? 

16.   Regardons  d'autre  part  32(.r).  N°  12  nous  assure  que 

lim  s')p(cfl,  x0)  =  <o2(x0), 

carcpo(^)  est  holomorphe  en  ,v0  et  lim  n~rC„  =  o.  Pour  pouvoir 

n  ~  oo 

descendre  aux  moyennes  d'ordre  inférieur,  établissons  le  lemme 
suivant  où,  pour  plus  de  simplicité,  nous   supposons  que 

©5j(ar0)  =  o. 

Si  lim  s^}  =  o,  on  a  nécessairement  pour  /•'  <  r 


n  =  oo 


1«5  fi 
ir~ 


un  -  =  o. 

n  —  oo 


n1'-'-' 


Parlons  de  la  formule 


Cl/-')  _"V  O  /'-/     c   ' 
^/i      —    /    I  Dll-l       °l      s 


j=0 


(ju'on  déduit  facilement  de  la  définition  des  S„"  et  écrivons  l'hypo- 
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thèse  que  sjptend  vers  o  sous  la  l'orme 


se-) 


(n  +  ty-^- 

On  sait  que 

G 


K'~r)> 


d'où,  en  posant  /•  —  r'=  a, 
c'est-à-dire 


(n  —  i  — t—  i  >»-*- 

i—0 


JS£ÎL<or|..i+I^=ii+..  +  _1M_ 


Soit  /.  la  partie  entière  de  -;  il  est  évident  que 


ou  îv  est  le  plus  grand  des  termes  |  en[,  j  s,,„  1 1,  .  .  . ,  |  sJ  et 

oo 

n  =  \ 

Cette  partie  du  crochet,  comme  ev,  tend  donc  vers  o  avec  —  •  L'autre 
moitié 

I £^'  1     + Ll*J +  .  +      i6<»l      <B  V   _L_, 

où  B  est  le  plus  grand  des  |s,-J.  Mais  le  facteur  de  B  est  le  reste 
d'une  série  convergente,  cam  —  k -—  —  tend  vers  x  avec  n.  iNou- 
avons  donc  démontré  que 


aff) 
li  m  — —  =  o, 

n  =  oo    /l 


c'est-à-dire  que 


..    r(/-'+i)S,;'      .  # 

lim   r^ - ;    =    Il  m    -       — r  =   0. 

„  =  *,  nr'  n' 
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Dans  noire  cas,  /'==  /■  —  p,  de  sorte  que 

li  m  =  o. 

nr=oo  «P 

Si  Ton  ajoute  enfin  que 

Sn~?)(<*n,  a?o)  =  A7  s%-P](q,p)  -h  A,,_,  s%-P](q  —  i,  p)-t-.. . 

-+-  a0  s1/;-  p'(0>  P)+ «ir-p'c*.,  ^0)4-  *irp,(c„,  *,), 

et  si  l'on  divise  chaque  membre  par  nPlogf/i,  on  obtient  le  résul- 
tat (24).  Le  théorème  proposé  est  complètement  établi. 

Inversement,  si  les  $«_p,(#o)j  ou  les  moyennes  arithmétiques 
d'ordre  supérieur  à  r  —  p,  satisfont  à  (24),  la  partie  dominante 
de  la,  singularité  est 

1 


A7log'/ 


x 

x0 


x  \p 


V  3-0/ 


Regardons  en  elfet  la  fonction 


log? — - 


0               X 
I 


H— 0 


Par  hypothèse, 
cest-à-dire 


..     s{:;-V(bn,x,) 

uni   — — =  o, 

7i- 00       nPlozin 


ito  si-y.,*-.)  = .. 


Appliquons  le  théorème  de  Cesàro  aux  deux  fonctions 

/t(3",  X0)       _V7s()._p)r/  . 

n  =  0 

et 


loe* 


a: 


1 » 

I?  -2*-- 


n  =  0 
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Nous  savons  que 


iini 


par  suite,  cjue 


n=.  «'lo-'/n  "     r<  /•-+-!)' 


M.  |8g-"(»»  "*)!.., 


Le  théorème  de  Cesàro  nous  donne,  par  conséquent, 


/(ar,  a?0)(i  — a?)P 

1 1  Dû  : =  O . 

'=1  IOff7— L_ 


La  partie  dominante  de  la  singularité,  celle  qui  détermine  Tordu 
de  grandeur  de  la  fonction  autour  de  ce  point,  est  donc  bien  algé- 
brico-logarithmique  de  degré  (g,  p)  comme  il  fallait  le  démontrer. 

17.  Cette  réciproque  du  théorème  fondamental  sur  les  points 
critiques  algébrico-logarithmiques  nous  suggère  un  problème  plus 
général.  Les  sn(x0),  par  exemple,  n'ont  pas  nécessairement  un 
ordre  d'infinitude  aussi  bien  déterminé  que  dans  les  théorèmes 
précédents.  Les  modules  des  s„  peuvent  avoir  pour  limite  supé- 
rieure ce  tout  en  ayant  des  points  limites  finies.  Même  si  les 
modules  ont  une  croissance  bien  déterminée,  les  arguments  peu- 
vent ne  pas  avoir  une  limite  pour  //=x.  Mettons-nous  dans  le 
cas  général.  Dans  quelles  conditions  est-ce  que  l'hypothèse 

(27)  lim  sup.  \sn  |  =  « 

n=  oc 

a  pour  conséquence  nécessaire 

(28)  lim|/(a-)|  =  x, 

.1=1 

du  moins  si  Ton  s'approche  de  1  le  long  du  rayon? 

Dans  les  recherches  de  ce  genre,  c'est  de  l'influence  des  argu- 
ments des  coefficients  dont  dérive  la  difficulté  principale.  En  effet, 
si  les  coefficients  sont  positifs,  (28)  résulte  toujours  de  (27), 
comme  Vbel  l'a  déjà  démontré.  D'autre  part,  les  sn  de  la  fonc- 
tion 


x 

1 1  -hx 


p=^[i(- *)"»*" 


n  =  l 
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sont  —  i ,  -h  i,  —  2,  H-  2,  .  .  . ,  —  //,+/*,  .  .  . ,  de  sorte  que  (27) 

<■"■!  satisfait,  la  fonction  a  cependant  la  valeur  —  7  en  1 . 

4 

S.nis  avoir  l'intention  d'épuiser  le  problème  posé,  nous  allons 
établir  quelques  propositions  pour  mettre  en  évidence  la  nature 
de  l'influence  des  arguments  dans  les  questions  semblables.  Nous 
avons  besoin  pour  cela  de  l'inégalité,  facile  à  vérifier, 


(  29  ) 


..      .    ,    I  Piefa«-+-  p.»e'a=  ■ 
lllll  nu.  -J — 


pi 


a 
cos  -  j 
2 


où  les  nombres  pAe'a*  se   trouvent   dans  un  angle   a  <T.  ~  du   plan 
complexe  (  sommet  à  l'origine). 
Soient  données  les  fonctions 


et 


f(x)  =2?"e''a',:r" 


?(&)=£tPn&nt 


où,  du  moins  pour  11  assez  grand,  les  onet<x"  se  trouvent  dans  un 
angle  x<C  ~  et  supposons  que  lim  (o0+  °i  +  •  •  •  +P«)  —  f'm  *«—  °°j 

n  zn  oc  n  =  » 

ce  qui  entraîne,  grâce  au  théorème  d'Abel,  que  lim  's(x)  =  x.  En 

.v—  1 

ajoutant  un  polynôme  à  /(x)  on  arrive  à  ce  que  tous  les  coeffi- 
cients se  trouvent  dans  l'angle  a  et  un  polynôme  divisé  par  o(x) 
tend  vers  o  pour  x  =  1 .  Mais,  dans  ce  cas,  l'inégalité  ('M))  nous 
dit  que 


onel*»x'1 


n  =  *> 


>B  >o, 


n=0 


où  Best   indépendant  de  x  qui  est  supposé  positif  et   <  1 .   H  en 
résulte  que 


liminf.  ï=2 

00 

.1=1 


>o, 


2?**" 


H=0 
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l'ordre  de  grandeur  i\e  j\x)  coïncide  donc  avec  celui  <lc  'f(x).  En 
ec  eas,  les  arguments  n'onl  pas  d'inlluence  sur  le  degré  d'infini- 
tude  de  la  fonction. 

Si  l'on  remplace  la  condition  (2-)  par  l'hypothèse  plus  restric- 
tive 

Uni  |  s„  |  =  x, 

71  =  00 

et  que  les  .s",,  se  trouvent,  du  moins  pour  n  assez  grand,  dans 
l'angle  a  <C  —,  le  même  raisonnement,  appliqué  aux  séries 

00  oc 

—  =Vs».r»  et         <?(x)=y*\sn\T", 

1  —  x       «a  .— < 

nous  montre  que  pour  x  assez  proche  de  1 

f(x) 


1  —  a: 


>Aç(a-). 


Mais  la  comparaison  des  deux  séries 


et 


— ! —  =  'V  a?» 
1  —  .r      — 


'(a?)  =  V|s«  k", 


n  =  0 


par  la  méthode  de  Cesàro,  nous  assure  que 


lira 


li 


m 


c'est-à-dire  que 


.»■  =  1  I  —  X    Ç>  (  X  )  n  -  „  |  S,t 


lira  | /l'a?)  |  =  ». 
x=l 


=  o. 


21.  Mais  le  cas  le  plus  général  et,  en  même  temps,  le  plus  com- 
pliqué est  celui  où  les  modules  des  s„  ne  tendent  pas  directement 
vers  l'infini  et  où  les  arguments  des  coefficients  ne  sont  assujettis 
à  aucune  restriction.  Supposons  pour  le  moment  que  les  coeffi- 
cients soient  réels  et  que 


(3o) 


i-  \an\  ^ 

li m  sup.  - — —  =  a,  <. 

n  =  00  '!' 
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Si  l'on  a  pour  les  sn  positifs 


s 


n 


h  m  su  p.  - 

n       x  /,  -+.  - 


et  pour  les  s„  négatifs 

lllll    SUD.    j-     =    A, 


A   «'tant   un   nombre   fini    ou   nul,   la  fonction    représentée  par 
7  a,,./"  devient  infinie  d'ordre  supérieur  à  /.'  au  point  i. 

En  eflet,  désignons  le  plus  grand  terme  de  la  suite  finie 


j0,     »i, 
par  n      -a,,,  dont  nous  savons  que 


Uni  a„  =  -x. 

ri  =  oo 


Dans  la  suite  finie  considérée,  prenons  le  terme  qui  diffère  le 


aV 


moins  de  n  2;  évaluons  le  nombre  des  termes  p  qui  est  indis- 
pensable pour  parvenir  de  ce  terme  au  terme  maximum.  D'après 
(3o),  p  est  plus  grand  que  le  plus  petit  nombre  p'  satisfaisant  à  la 
condition 

n      '2-H  O  —  //)*-+-(«  —  />' -m /> -+- . . . -+- ( /i  —  i/'-i-  /i*^n      2a„, 

car  ici  nous  avons  construit  le  terme  maximum  à  l'aide  de  termes 
qui  sont  les  plus  grands  possibles. 
Cette  inégalité  peut  s'écrire  encore 

l'/i-/)'j'''  +  (n-/)'+i)''+.  .  .-+-(«— i)*-4-n*^«      2(a„— i)  =  nkn2(%n  —  i); 


donc 


i 

.  9  /  . 


car  le  second  membre  est  le  produit  de  deux  facteurs  dont  le  pre- 
mier est  le  plus  grand  terme  du  premier  membre. 
Construisons  maintenant  S/,. 

D'après  le  raisonnement  donné,  le  nombre  des  Si(i'Sn)  qui  sont 
.    i  i 

plus  grands  (pie  n      "2  est  au   moins  /r(art — i);   donc   ils  donnent 
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une  partie  de  Srt  d'ordre  plus  élevé  que  k-\~i.  Les  autres  termes 
posilifs  ne  peuvent  pas  diminuer  cet  ordre,  de  même  que  les  S„ 
négatifs,  leur  somme,  en  valeur  absolue,  étant  inférieure  à  A //*+'. 
Nous  avons  donc  démontre'  que 

li  ni  -= —  =  0. 

Appliquons   maintenant   le   théorème  de  Cesàro    sur   les  deux 
fonctions 

(i_ar)*«  -ZdnnX 
et 


1  —  a?)*      Ad 


1  \—xf 
En  remarquant  que,  d'après  un  théorème  de  M.  Appel!  ('), 


/j/t+i 
lim  — —    =  r(£-f-  1), 


«  =  00     "n 


et  que,  par  suite, 
on  obtient 


uni  —  =  o, 

71  =  X     O  /; 


Uni 


(1  — #)*+*  1  ,.       /( 


=  uni -r— ^ —  =    uni  — -   =  o, 


.r=i        f(x)  x=i(i  —  x)kf{x)       „  =  .S„ 

(I  —  X)* 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Affranchissons-nous  enfin  de  la  restriction  que  les  coefficients 
soient  réels.  Le  théorème  correspondant  s'énonce  : 

Si  l'on  peut  former  des  s„  deux  groupes,  de  manière  que 
tous  les  termes  sni  du  premier  groupe  se  trouvent  dans  un 
angle  a  <  —  du  plan  complexe  {sommet  à  l'origine)  et  si  pour 
ces  termes 

i-  ls"tl 

h  m  su  p. î-y  =  x, 

n  =  30  /,  -t 

n      2 


(')  Appkll,  Sur  certaines  séries,  etc.  (Comptes  rendus,  t.  LXXXVII 
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et  si.  pour  les  autres  ternies  s„  , 


Iini  siiii.  ■ — f-  —  a, 

n  —  x  •<■ 


a  étant  un  nombre  fini  ou  nul,  la/onction  représentée  par  /i  an  x" 

devient  infinie  cV ordre  supérieur  à  /.•  au  point  i . 

Tout  ce  qu'il  faut  ajouter  au   raisonnement  précédent    pour  le 
démontrer,  c'est  que 

|  S  *«,«"•  |  >AZ|s„Ja?»., 

pour  x  positif,   inférieur  cl   assez   proche   de    1    et  que,    d'autre 
part, 

I  ZSruX»*]  < 


A-M 


(l-X) 

Nous    laissons    au    lecteur    le    soin    d'établir   la    démonstration 
détaillée  qui  ne  présente  d'ailleurs  aucune  difficulté. 


CIIAPITIŒ  ai. 

LA    MÉTHODE    DE    LA   SOMMATION    EXPONENTIELLE. 


ÉTUDE  GÉNÉRALE  DE  LA  SOMMATION  DE  M.    BOREL  (1). 

1.  L'emploi  des  moyennes  arithmétiques  d'ordre  quelconque 
n'est  pas  sans  restriction.  11  exige  que  les  coefficients  de  la  série 
de  Taylor  étudiée  soient  à  croissance  finie,  c'est-à-dire  qu'il  y  ail 
un  nombre  k  tel  que 


..       a, 

lllll       — ; 

«==c  n' 


Dans  le  cas  général  où  les  coefficients  ne  sont  plus  assujettis  à  une 
telle  condition,  on  doit  donc  s'adresser  à  des  méthodes  plus  per- 
fectionnées. Une  autre  exigence  non  moins  importante  est  que  la 
méthode  cherchée  soit  simple  pour  pouvoir  être  utile  dans  les 
recherches  théoriques  et  pratiques.  La  sommation  exponentielle 
de  M.  Borel,  qui  consiste  à  remplacer  les  sn(x)  par  leurs  moyen  nés 
exponentielles 

oo 

B(«,  X)  —   C-'1     y    Sn(X)—r7 


.<—  n. 

n  =  <) 


satisfait,  comme  nous  le  verrons,  à  chacune  des  deux  conditions. 
Pour  étudier  les  propriétés  principales  de  ces  moyennes,  pre 
nons  une  série  numérique  quelconque,  réelle  ou  complexe, 

(i)  Mo-+-  U{-\-  Ut-{-.  .  .-+-  Mn  +  .  .  ., 

et  formons  les  moyennes  exponentielles  correspondantes 

«S 

I  i  i  B(à)  =  e~a  7  .v, 


^ 


n 

n  =  0 


(')  Voir  à  ce  sujet  les  Leçons  si  suggestives  île  M.  Borel,  Sur  les  séries  diver- 
gentes. Paris,  Gauthier- Yillars,  igoi.  En  particulier  pour  les  références,  p.  'i'|. 
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OÙ 

S„=  «o-+-  «i  +  .  •  .-+-  Un. 

Si  la  série  (i)  est  convergente  et  a  pour  somme  .*,  on  a 

lim  B(a)  =  s, 

ce  que  nous  exprimons  en  disant  que  la  série  (i)  est  sommable 
par  les  moyennes  exponentielles. 
En  ell'et,  dans  ce  cas, 


s,,  —  5 


d'où 


y       a'1 


B(a)  =  5 


n=o 


■^ï  a'1 
Zà~n\ 

71  =  0 


Mais,  d'après  le  théorème  de  Cesàro, 

se 

2       a'1 


lim  — =   lim  £„=  o. 


«  /|   =    00 


Ce  qui  donne  le  résultat  voulu. 

D'autre  part,  il  arrive  réellement  que  la  limite  de  B(«)  pour 
a  =  x  existe  sans  que  la  série  (i)  soit  convergente.  La  sommation 
par  les  moyennes  exponentielles  est  donc  plus  puissante  que  la 
sommation  ordinaire.  Remarquons  cependant  que,  quoique  la 
sommation  par  les  moyennes  exponentielles  réussisse  souvent 
pour  les  séries  dont  les  termes  ne  sont  pas  à  croissance  finie  et 
que,  par  cela,  elle  paraisse  plus  générale  que  la  sommation  par  les 
moyennes  arithmétiques,  il  peut  arriver  pourtant  que  la  suite 

Sq  "+"  s  1  "+"  •  ■  •  "+"  sn 


n 


tende  vers  une  limite  pour  n  =  oc  et  la  limite  de  B(#)  pour  «  =  oc 
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n'existe  |)as.  C'est  le  eas  de  l;i  série 

(- ')"-«.  ' 


n=l 

pour  x  =  i   (  '  ). 

2.  Mettons  nos  moyennes  exponentielles  sous  forme  d'intégrale 
afin  que  nous  puissions  les  étudier  plus  facilement.  Soit 

(3)  "lfn=làs"7r.' 

n  =  0 

On  voit  tout  de  suite  que 

B(a)—u0=         -j-[e-as(a)]da=  !     e-a[s\a)  —  s(a)]da; 

«Ai  *s  0 

ou  bien,  si  l'on  pose 

ce 


on  a 


s  (a)  —  s  (a)  =  >    : a"=  >  un+\  — 7  =  "  («), 

71=0  «=0 

c'est-à-dire 

(4)  B(a)  — «„=/     e-au'(a)da. 

On  peut  encore  simplifier  cette  formule  par  une  intégration  par 
partie.  En  effet 

e~a  u'(a)da  =  [e~a  u(a)\%-±-  f     e~a  u(a)da, 

0  l  0 

et  nous  allons  démontrer  que  si  B(<z)  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
si  l'intégrale  du  premier  membre  a  une  limite  pour  <7  =  x,  il  eu 
est  de  même  de  l'intégrale  du  second  membre  et  l'on  a  nécessaire- 
ment 

lini  (—<>  u(a)  =  o. 


(  '  )  Hardy,  The  application  to  Dirichlet's  séries  o/Borel's  exponential  methocl 
of  stimulation  (  /'roceedings  of  the  London  Mathematical  Society,  -cries  II. 
vol.  VIII,  1910,  p.  286). 


80  CHAPITRE   III. 

Nous  établirons  ainsi  L'égalité 


(6) 


Jf*    Y-  S*  WD 

e~a  u'(a)  da  =  —  u0^r-  j      e~a  u(a)  da. 


Pour  démontrer  la  première  partie  de  renoncé,  supposons  que 
la  première  des  intégrales 

Jf*  Il  p  II 

e~au'(a)da,  f     e~u  u(a)da, 

n  *J  o 

ait  une  limite  bien  déterminée  pour  a  =  x  et  que  la  seconde  n'en 
;iit  pas,  et  montrons  que  cette  hypothèse  nous  amène  à  une  absur- 
dité (').  Posons  à  cet  ell'et 

e~n  u(a)  =  ©( a )  =  ©i (a )  -f-  io.2(a). 
I  ';ir  hypothèse,  la  limite 

lim     /      [©(a)  -f-  o'(a)\  da 

11=  x,  J  a 

existe  et  la  limite 

Jp  ii  pu  pu 

f     o'(a)da=   lim     /      ©'t  (a)  da  •+•  i  lim     /     o'.1(a)da, 
I,  tt  =  to  l/0  a  =  oo  t/0 

c'est-à-dire  la  limite  de  tp(#)  pour  a  =  oo  n'existe  pas.  Supposons 
pour  fixer  les  idées  que  ce  soit  'fi(tf)  qui  ne  tende  pas  vers  une 
valeur  bien  déterminée  pour  a  =  oo  et  supposons  sa  limite  supé- 
rieure d'indétermination  positive.  On  peut  alors  désigner  deux 
suites  de  points  a„,  (3W  tendant  vers  l'infini  et  telles  que 

limo1(aw)  =  A         et        lim  <pi(P«)  =  B  >  A^o. 

Soit  II  une  quantité  positive  inférieure  à  B- — A.  On  voit  aisément 
qu'on  peut  former  des  xn  et  des  (3rt  deux  suites  .rv  et  xv-\-  ov  où 
:rv  +  3V<  3Vh  et  telles  que 


/ 


©  i  (  a  )  t/rt  =  «j»!  (a-v  -i-  Sv  )  —  ©i  (arv)  >  H. 


(')  Cette  démonstration  est  due  à  M.  Hardy,  liesearclies  in  the  tlicory  of 
divergent  séries  and  divergent  intégrais  {Quarterly  Journal  of  Mathcmatics, 
vol.  XXXV,   i'i"'|.  p.  3r). 
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Si  œ  t  (a)  n'a  qu'un  nombre  limité  <!<•  zéros  dans  l'intervalle 
(o,+  x).  on  aura,  pour  a,  c'est-à-dire  pour  n  assez  grand, »((rt)>>o; 
donc,  a  fortiori, 


./.' 


fcpi(a)  -!-  (pj  (a)]  'A'       II. 


ce  qui  esl  en  contradiction  avec  l'hypothèse  que  i  7  1  existe. 

Si  'fi("i  :i  une  infinité  do  zéros,  on  prend  pour  ./ ,.  -ov  les 
mêmes  [j,.  el  pour  a?„  le  plus  grand  /.éro  de  »i(#)  inférieur  à  3„  el 
l'on  arrive  à  la  même  conclusion. 

l'asson>  à  la  seconde  partie  de  noire  remarque.  Il  est  évident, 
d'après  ce  qu'on  vienl  de  lire,  que  e  a  u(a)  a  certainement  une 
limite  pour  a—ao,  étant  donné  qu'elle  esl  la  différence  di'  deux 
expressions  dont  chacune  tend  vers  une  valeur  bien  déterminée 
pour  a  =  00.  De  plus,  >i  la  limite  ainsi  mise  eu  évidence  était  dif- 
férente de  o,  le  raisonnement  précédent  montrerait  que  la  limite 
«le  ©(#)  pour  a  =  ce  n'existe  pas. 

Si  l'on  ajoute  enfin  que 

//1  o  1  =  //„  —  I       u0  e~"  da, 

•  0 

on   obtient,    grâce   ;'i    l'équation  (5),    la    formule    définitive    de 
M.  Borel: 


90 

liai  B(  a)  =   I      e~au(  a    </> 

11=  x  Ja 


(8)  liai  B(«)=   /      e~au(a)da. 

3.  Nous  avons  vu  que  l'intégrale  (8)  a  toujours  un  sens  quand 
B(a)  a  une  limite  pour  a  =  zc.  L'inverse  na  pas  lieu  nécessaire- 
ment. La  sommation  par  l'intégrale  (8)  est  donc  plus  générale  que 
La  sommation  par  les  moyennes  exponentielles  B(«).  Nous  dirons 
que  la  série  (1)  est  sommable  (  B)  si  l'intégrale  (8)  a  an  sens. 

L'emploi  de  cette  intégrale  présente  cependant  des  difficultés 
non  sans  analogie  a\ec  celles  des  séries  simplement  (et  non  abso- 
lument)  convergentes.  Pour  v  échapper,  nous  allons  restreindre  la 
généralité  de  l'intégrale  (8)  par  l'introduction  de  la  notion  de 
sommabilité  absolue.  Nous  dirons  (pie  la  série  (1)  esl  absolument 
sommable  (B)  si  chacune  des  intégrales 

(  I .    I  .    2 s.  I 


e    ■  I  -r-r  u(a)    da         \  /. 
|  da* 


D. 
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a  un  sens.  Il  est  évident  qu'une  série  absolument  sommable  (  B)  esl 
sommable  (B)  et  qu'elle  est  aussi  sommable  par  les  moyennes 
exponentielles,  B(a).  lui  effet,  la  condition  (g)  montre,  pour 
A  =  o,  que  l'intégrale  (8)  a  un  sens,  et  pour  X  =  i,  que  l'inté- 
grale (  i  ),  c'est-à-dire  B(«),  a  une  limite  bien  déterminée  pour 
a  =  se.  La  sommabilité  absolue  (B)  est  donc  la  moins  générale  des 
trois  sommabilités  étudiées  à  présent. 

Examinons  brièvement  l'effet  de  L'addition  et  de  la  soustraction 
d'un  terme  sur  la  sommabilité  de  la  série  (i).  Il  s'agit  d'établir  la 
relation  de  la  sommabilité  de  la  série  (i)  à  celle  de  la  série 

On  voit  facilement  que  la  fonction  qui  correspond  à  u(a)  dans  le 
(•as  de  la  nouvelle  série  (1')  est  justement  ii(ct),  de  sorte  que 
l'équation  (5),  jointe  à  la  remarque  qui  la  suit,  nous  démontre  la 
proposition  :  si  (V)  est  sommable  (13),  (1)  l'est  aussi,  mais  p;is 
inversement.  Comme  les  moyennes  exponentielles  \Ua)  s'ex- 
priment identiquement  [voir  (4)]  par  des  intégrales  de  même 
espèce,  il  est  démontré  que  si (1')  est  sommable  par  les  moyennes 
exponentielles  B(«),  (Y)  l'est  aussi,  mais  pas  inversement. 

Supposons  maintenant  que  (V)  soit  absolument  sommable  (Bi, 
//  en  /('suite  encore  que  (1)  est  aussi  absolument  sommable  (B). 
Il  suffit  de  démontrer  pour  cela  que  l'intégrale 


r 


e~a  |  u(a)  |  da 


a  un  sens  lorsqu'on  suppose  que 

e~a  \u'(a)\  da 


S 


en  a  un. 
Mais 


da 


I«(«J|:    l«o|+   f     \u'(a)\ 
de  sorte  que  si  l'on  pose 

|«'(a)|  =  ?'(«),         ?(«)=  f    l«'(«)    << 

on  a 

|  u(a)\  <  |  «o  I  ■+■  <?(«)■ 
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FI  suffît  donc  de  démontrer  <|u<' 

s%  a© 

/      <•  "  y(a)  dit 

;i  un  sens  si  l'on  suppose  que 

e  "©'(  a)  rfa 


r 


en  a  un,  les  fonctions  o  et  ©'  étant  positives. 

Par  hypothèse,  s  étant  donné   arbitrairement,   on   peut  (ixer  b 
tel  que 

r0' 

!      e~a  <$>' (a)  da  <  e,         6'>A: 
«  fortiori, 

rb' 

e~b'  I       o'(a)da  =  e-l>'[o(b')  —  o(b))  <_z. 
«A 


Le  nombre  A  étant  ainsi  fixé,  on  choisit  un  /v,  >-  //  tel  que,  pour 
a  >  &,,  on  ait  e~b'v(b)  <  £.  On  aura  ainsi,  pour  £/>>  &,, 

e-*'  ©(&')<  ■->.£. 

c'est-à-dire 

lim  '—"  ©(a)  =  o. 


Mais 


l      e   "  <p  l  a)  da  =   !      e   "  ©'<  a  i  o?a  —  |  r   «  <p(a  i]'0'. 


ce  qui  démontre  la  proposition. 

En  tout  cas,  si  la  somme  de  (1')  existe,  désignons-le  par  s',  la 
somme  correspondantes  de  (i)  existe  aussi  et  l'on  a  l'égalité 

(lu)  S  —   M0--  S'. 

Au  cas  de  la  troisième  méthode,  l'inverse  est  vrai  aussi  : 
Si  (i)  est  absolument  sommablt  (B),  (Y)  l'est  aussi,  lui  effet, 
la  condition  de  la  sommabilité  absolue,  l'existence  des  inté- 
grales (9)  pour  À  =  o,  1,  2,  ....  x-,  sont  vérifiées  pour  (1')  lors- 
qu'elles sont  vérifiées  pour  (1).  En  particulier,  l'intégrale 

/      e~a  k'i  "  1  d<i 
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.1 


un  sens  d'où  l'on  conclut,  grâce  à  (5),  quee  "o(«)  =  cp((«)H  i'3<>(a) 
;i  une  limite  bien  déterminée  pour  a  =  x.  Mais  on  peut  voir  faci- 
lement que  eelte  limite  ne  peut  être  que  zéro,  ce  qui  établit  de 
nouveau  l'égalité  (io).  Supposons,  en  effet,  que 

lim  ç,  (a  )  =  A  >■  o, 

(   est-à-dire  que,  pour  a       h. 

-f,i  «  i  >  A  <  A. 


Nous  aurons 

•^i  i  a  i  da  >  (&'-     A  i  \ 

'/< 


/• 


ci.  contrairement  à  notre  hypothèse,  l'intégrale 

roc 
e   "ma)  da 

n  aurai]  pas  de  sens. 


I.  Les  séries  absolument  somniables  (13)  se  rapprochent  donc 
des  séries  absolument  comergentes.  On  peut,  dans  une  telle  série. 
intervertir  le  rang  d'un  nombre  limité  de  termes  ou  remplacer  un 
certain  nombre  de  termes  consécutifs  par  leur  somme,  ou  inver- 
sement remplacer  \\\\  terme  par  une  somme  d'un  nombre  fini  de 
termes  sans  altérer  ni  la  sommabilité,  ni  la  somme  de  la  série. 

Kl  les  séries  absolument  sommables  (B)  sont  vraiment  dans  le 
sens  positif  el  dans  le  mus  négatif  du  mol  la  généralisation  des 
séries  absolument  convergentes. 

i°  Une  série  absolument  convergente  est  absolument  som- 
niable  (B). 

2°  Il  y  a  des  séries  simplement  (mais  non  absolument)  con- 
vergentes qui  ne  sont  pas  absolument  sommables  (B). 

La  sommabilité  absolue  de  M.  Bore!  n  est  doue  pas  la  généra- 
lisation de  la  notion  de  la  convergence;  «Ile  ne  généralise  (pie  la 
imiion  de  la  convergence  absolue. 

Voici   la  démonstration   de  la   première    proposition.    La   série 

s. 

^  |  un\  étant  supposée  convergente,  soit  s  sa  somme.  Le  théorème 

n    .1 
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de  M.  Cesàro  nous  montre  que 
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1 1 m  e  ■' 


<    «ii 


U\ 


a" 

'     '  7T7  =  s'' 


,,    ii 


c'est-à-dire  <|ii  en  posant 

11  =  0 

on  a,  grâce  à  l'équation  (4), 

Uni     /      e~a  U'(a)  '/«  =5  —  |  K0  |- 

«  =  »  J0 

De  même,  de  la  convergence  de  la  série  |  u\  |  H-  |  «x+i  |  +  •  ■ 
résulte  que  l'intégrale 

/      e~ad^i^a)da 

a  un  sens.  On  peut  en  conclure,  comme  précédemment,  que 

liiu   c   "  [  i  a  )  —  o, 

par  conséquent  que  l'intégrale 

Jf       e—'  U(  «  l 'A/ 
o 

i  aussi  un  sens. 
Si  l'on  remarque  enfin  que 

d'- 


! 


da>- 


u{a) 


Ja 


<f 


e  a-r-ir  U(a)  da, 

dm 


la  première  proposition  est  établie. 

Pour  démontre]-  la  seconde,  citons  l'exemple  de  M.  llanl\  i  '    . 

où  le  terme  général  de  la  série,  si  \l n  est  entier,  est 


i —  1 1 


««  = 


y/" 


( l)  Loc.  cil.,  p.  ■>'■>. 
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et  les  autres  termes  sont  zéros.  M.  Hardj  démontre  que   l'inté- 
grale correspondante 

/e~a  | u(a) |  da 

n'a  pas  de  sens. 

Indiquons  encore  brièvement  deux  propriétés  importantes  de  lu 
sommation  exponentielle.  Si  les  deux  séries  2u„  et  Hvn  sont 
sommables  (B)  simplement,  absolument,  ou  par  les  moyennes 
exponentielles  et  si  leur  somme  est  a,  respectivement  c,  la 
série  S(««ra  -1-  bvn)  est  sommable  (B)  simplement,  absolument, 
ou  par  les  moyennes  exponentielles.  La  démonstration  en  est 
immédiate. 

Si  les  deux  séries  lu,,  et  ïc„  sont  absolument  sommables  (B) 
il  >i  l'on  pose  w„  =  unvn  -f-  ut  vn-\  +  •  •  •  +  m«Poj  ';i  série  Sfv„ 
est  absolument  sommable  (15)  et  sa  somme  est  uv.  Comme  nous  ne 
nous  servirons  pas  de  ce  théorème,  nous  renvoyons  le  lecteur  aux 
Leçons  sur  les  séries  divergentes  de  M.  Borel  (p.  i  ojj),  où  l'on  en 
trouve  une  démonstration  élégante. 


b' 


5.  Passons  maintenant  à  la  série  de  Taylor.  Nous  allons 
démontrer  deux  propositions  réciproques  concernant  la  somma- 
bilité  d'une  telle  série. 

MU  /(ïl=Vfl„j"'. 


En  voici  la  première.  Si  la  série  (il)  est  absolument  som- 
mable (B)  pour  x  =  x0  =  p0e'()'<,  elle  est  absolument  som- 
mable (13)  sur  le  segment  entier  (o,  x0).  De  plus,  cette  somme 
est  une  fonction  analytique  de  .r,  qui  n'a  pas  de  point  singulier 
et  l' intérieur  du  cercle  ayant  pour  diamètre  (o,  .r0  )• 

Pour  chaque  valeur  de  ./',  on  a  tout  d'abord  une  u( a)  corres- 
pondante 


a 


n 


u(a,  ,r)  =    7    d,,:i" — ;  =     F(x<i  I. 
—  ni 


La    transformation  az  =  A.  si  l'on  pose  après  x  =  ze'1'^  remplace 

isi 

/       e   a    __,,(-(, :  iT)    da  =  osKj       e   "  |  F"J (ax)  \  da 


les  intégrales  à  considérer, 
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par  les  intégrales 


Par  hypothèse,   ces   intégrales  ont  un  sens  pourp=p0,  et,  pour 
p<p0,   elles  ne  diffèrent  de  ces  dernières   que   dans  !<■   facteur 

e    P<e    P°.  La  première  partie  du  théorème  est  établie. 

Pour  démontrer  la  seconde,  remarquons  que,  d'après   le   même 
raisonnement,  les  intégrales 


:./• 


_  b 


ont  toujours  un  sens  quand 


<b 


c'est-à-dire  elles  ont  un  sens  pour  les  points  3  qui  satisfont  à  la 
condition 

Si  l'on  pose  x  =  zel<) ■>,  on  voit  que  ce  sont  les  points  à  l'intérieur 
du  cercle  de  diamètre  (o,  x0)  qui  sont  déterminés  par  cette 
condition.  11  en  résulte,  en  particulier,  que  l'expression 

1, 


'    /     e    sF(beiïo)db 


détermine  une  fonction  visiblement  holomorphe  de  la  variable  s, 
par  conséquent  de  la  variable  x  =  ze'()«  à  l'intérieur  du  cercle 
considéré.  Comme,  d'autre  part,  le  long  du  segment  (o,  .r0), 
cette  fonction  coïncide  avec  la  somme  de  la  série  sommable  (11), 
elle  est  nécessairement  le  prolongement  analytique  de  f(x). 
Notre  proposition  est  complètement  démontrée.  Remarquons 
cependant  qu'il  n'en  résulte  nullement  que  la  sent;  (1  1  )  soii  abso- 
lument sommable  1  B)  à  l'intérieur  de  ce  cercle. 

Inversement,  si  f(&)  est  holomorphe  à  l'intérieur  et  sur  I" 
circonférence  'lu  cercle  c  de  diamètre  (o,  x0),  la  série  (1  1  1  est 
absolument  sommable  (B)  sur  le  diamètre  du  cercle,  y  compris 
son  ex  Ire  mi  té  ./•„. 
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On  peut  tracer,  par  hypothèse,  un  cercle  c'  concentrique  à  c  et 

de  rayon   R/>  — ^—  à  l'intérieur  duquel,    de  même   que  sur  ^;i 

circonférence,  J\x)  soit  encore  holomorphe.  Soit  (o\  .r0)  le  dia- 
mètre  qui  coïncide  avec  (o, #„)  à  l'intérieur  «le  c.  Calculons 
la  fonction  nia.  ./•)  correspondante  en  se  servant  de  la  formule  de 
(  -a  ne  h  \ . 

<  )|)    o|>|  ICIll 


:«-H 


cl 


u(a,x)  =  -—.    !    /(~)>    V-    -rds= •.    /    —  -c-   dz 

■iT.ij/       ;jLdnlz"->  :>-iJ,      z 

n    ^ 

e-«u{a,*)=-L-.   f£i?lea(ï-l)dz. 

2  ••  l  . /,.,       Z 


Supposons  x  choisi  de  telle  façon  que.   lorsque   r  parcourt    Ni 
circonférence  c',  on  ait 


(12)  R 

et  soit  M  Ip  module  maximum  de- — —sur  c'.  <  )n  a  aijisi 

e-«|  ma,  x)\  <  —    /   e  ae  |  cfcs  |  —  MR'e  f«. 
Par  conséquent,  l'intégrale 

/       e— a  |  a  (a,  .r  i  j  da 

•  o 


a  un  sens.  Et,  comme  on  le  \oit  facilement,  il  en  esl  de  même  i\*^ 

d* 


intégrales 


C 


da'- 


u(a,  x  i 


da. 


Explicitons  maintenant  la  condition  (12):    le  point   z  =  y.-   i'1, 
étant  fixé,  traçons  la  droite 


1; 


./■ 


dont  l'équation  est,  en  posant  x=  ;  -f  r/\, 

'A-1'-  'à^  —  i^-^'à-)-  o; 
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elle  passe  donc  par  ;  et  c*  1 1  < *  est  normale  à  la  droite  passant  par  s 
et  par  l'origine.  Le  point  ;  étant  lixé.  la  condition  (  12)  est  donc 
satisfaite  par  ions  les  points  du  plan  x  qui  se  trouve  du  même  côté 
de  celte  droite  que  l'origine.  Si  ;  parcourt  c',  l'enveloppe  «les 
droites  ainsi  construites  est  une  ellipse  qui  contient  le  segment 
<  o.  ./'„)  à  son  intérieur.  Le  théorème  esl  démontré. 

Les  deux  dernières  propositions  déterminent  exactement  le 
domaine  où  la  série  considérée  (11)  est  absolument  sommable  <  B). 
Tout  d'abord,  elle  est  absolument  so/tunable  (  B)  <l<u>\  les  points 
réguliers  du  cercle  de  convergence.  En  effet,  on  peut  tracer  un 
cercle  passant  par  l'origine  qui  contienne  ce  point  régulier  sans 
qu'aucun  point  singulier  soit  situé  à  l'intérieur  ou  sur  la  circon- 
férence  de  ce  cercle.  Mais  le  domaine  de  sommabilité  peut 
dépasser  considérablement  le  cercle  de  convergence.  Faisons,  en 
effet,  la  construction  suivante.  Dans  chaque  direction  1  o,  x) 
prenons  le  premier  point  singulier  et  traçons  la  droite  normale 
à  (  o.  x)  passant  par  ce  point  singulier.  En  chaque  point  à  l'inté- 
rieur du  domaine,  fermé  ou  ouvert,  ainsi  délimité,  la  série (1  1)  est 
absolument  sommable  (B),  car  le  cercle  d'holomorphie  existe 
pour  chacun  de  ces  points.  Nous  exprimons  ce  fait  par  l'énoncé  : 
la  série  (11)  est  absolument  sommable  (B)  à  l'intérieur  du 
polygone  de  sommabilité. 

La  première  proposition  nous  assure  enfin  que  la  série  de 
Taylor  envisagée  n'est  pas  absolument  sommable  [B)  à  l'extérieur 
du  polygone.  Sur  le  contour  du  polvgone,  correspondant  à  ceJ 
égard  au  cercle  de  convergence,  la  sommabilité  est  douteuse. 


I.  ÉTUDE    DE    LA    SÉRIE     DE    TAYLOR    A    COEFFICIENTS    QUELCONQl  JES 
AI  \    POINTS    SINGULIERS    DU    l'OLYGO.XK    DE    SOMMABILITÉ  (' ). 

6.  Nous  avons  vu  que  les  moyennes  exponentielles,  c'esl-à-dire 

les  limites  pour  a        x,    représentent  bien  la  valeur  de  la  fonction 

[aux  points  réguliers  du  cercle  de  convergence,  mais  elles  peuvent 

avoir  une  limite  aussi  dans  d'autres  points  du  cercle.  Par  exemple, 

;oit  x0  un  point  singulier  d'ordre   négatif  situé  sur  le  cercle  de 


(')   Voir  surtout  le  Chapitre  III   de   noire  Essai  dans  le  Journal  île  Mathé- 
vna tiques  rgoo.  et  la  Note  citée  des  C.  /«.,  t.  153,  page  8o4- 
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convergence,  ou  sur  un  côté  et  non  dans  un  sommet  du  polygone 
de  sommabilié  et  soit  /(.t0)  la  valeur  limite  de  f(x)  quand  on 
s'approche  de  .r0. 

On  a  nécessairement 

(i3)  lini  lï(  a,  x0 1  —  j\  .r„.). 

Nous  pouvons  écrire,  en  ellet, 

où  f\{x)  est  d'ordre  négatif  sur  le  cercle  entier  du  rayon  |  .-r0 1 
et  f*(x)  est  holomorphe  en  j?0.  De  pi  us.  ce  point  se  trouve  à 
l'intérieur  du  polygone  de  sommabilité  attache  ày\(;r),  car,  ou 
Lien  ./■„  est  sur  le  cercle  de  convergence  et  alors  la  remarque  est 
évidente,  ou  bien  il  se  trouve  sur  un  coté  du  polygone  attaché 
i\.f(x)  et,  dans  ce  cas,  le  contour  du  nouveau  polygone  coïncide 
avec  celui  du  premier,  sauf  que  le  côté  passant  par  x0  est  biffé. 

Mais,  d'après  le  théorème  correspondant  du  Chapitre  précédent, 
la  série  de  Taylor,  qui  représente  y,  (.r)  à  l'intérieur  du  cercle  de 
rayon  \x0\i  converge  encore  en  x0. 

lim  s'n(.r0)  =  /,(./•„  i 

et,  a  fortiori^ 

OC 

(i  i  >  lim  c-«  > .*»(*•)— r  =/i(.r„  i. 

a=  ao  ^"  "  ! 


H  =11 


D'autre    part,  grâce   au    théorème  fondamental    de    M.    Borel, 

démontré  dans  le  paragraphe  précédent,  les  moyennes  exponen- 
tielles relatives  à  fz(x)  et  formées  en  .r0,  tendent,  pour  <7  =  cc. 
vers  la  limite  bien  déterminée  f2  (&o),  de  sorte  que 

oc 

lim  e-«  7j  *«(*<>)— y  =/2(a?0), 
ce  qui,  joint  à  (i 4),  nous  donne 

oc 

^n  ût  "  'V^  ci  " 

lilM  e~a  Y  K,  (-2"o)  +  $"n  «  ^o)  I  TT  =  lim  e~"  Y  S"<  Xo)  T7T  =f(x»ï- 

rt  =  0 

Le  théorème  est  démontré. 


«  =  0 
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S'if(x)  esl  (i'ordrc  négatif  au  point  .?•„  du  cercle  de  conver- 
gence, elle  a  nécessairement  une  limite  bien  déterminée  quand  on 
s'approche  d'un  point  quelconque  d'un  petit  arc  de  cercle  com- 
prenant x(,  à  son  intérieur.  Nous  disons  dans  ce  cas  que  la 
fonction  limite  de  f(x)  existe  pour  cet  arc;  d'ailleurs,  cette 
fonction  limite  est  continue  et  à  écart  fini  dans  le  cas  considéré. 

Supposons  encore  que  la  fonction  limite  existe  pour  un  tri  petit 
arc.  On  a  le  théorème  : 

Si  la  fonction  limite  de  f(x)  est  continue  et  à  variation 
bornée  en  xQ.  on  a  nécessairement 

lim  B(«,  3-Q )  =/Oo). 

(  îomme  par  hypothèse. 

limsup.  |/0)|S  A. 

nous  pouvons  décomposer  f  (a?),  grâce  au  lemme  général  de  la 
séparation  des  singularités  (  p.  60),  de  telle  façon  qu'on  ail 

f(x)  =/i(a?)  —f-i(x)  =^^1-r»+^crr'', 

n  =  0  ra=0 

où  \imbn  =  o   et   /'o(x)    esl    holomorphe    en    x0.    D'ailleurs,    la 

fonction  ft  (.r)  =f(  x) — f2(x),  comme  les  fonctions  f  et  f2,  est 
continue  et  à  variation  bornée  sur  un  petit  arc  de  cercle  compre- 
nant x0  à  son  intérieur.  Le  théorème  de  la  page  36  nous  assure 
donc  que  la  limite 

lim  (b0 -f-  61  a?0 4- ... -t-  bn x%  )  =  / ,  1 

71—  *> 

existe  et,  a  fortiori. 

lime-"  >    |  !>„■■    //,./•„  —  ..  .—  /;„./■:;  1—  =/,i  ./•„  |. 
n  =  »         ^™  " 

n  =  0 

La  démonstration  s'achève,  dés  lors,  comme  celle  du  théorème 
précédent. 

De  même,  si  x0  se  trouxe  sur  un  côté  (et  non  dans  un  sommet) 
du  polygone  de  sommabilité.    La  série  de  Taylor  qui  représente 


'»' 
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f%{x)  autour  de  l'origine  aura  \xa\  pour  rayon  de  convergence, 
car,  dans  la  décomposition  de  f(a  ■),  on  peut  prendre  pour  chemin 
d'intégration  le  segment  (a,  (3)  d'une  part,  et  la  ligne  j3y8ea  de 
l'autre  (  //:;'.  ■>  i.  Il  suffit  d'ajouter  cette  remarque  an  raisonnement 


lus.  "». 


précédent  pour  démontrer  le  théorème  en  question.  En  résumé  : 

Les  moyennes  exponentielles  ont  une  limite  pour  a  =  ao  en 
chaque  point  du  cercle  de  convergence  ou  du  polygone  de 
somniabilité  (sommets  exclus)  au  voisinage  duquel  fi  a  ■  )  a  une 
Jonction  limite  continue  et  à  variation  bornée. 

7.  Si  l'on  ne  suppose  plus  l'existence  d'une  fonction  limite,  ou 
doit  recourir  aux  moyennes  exponentielle> 


i;  i  (a,x0)  =  e-«yjs'l! 


a" 

(  •''(.  »  — f  ' 
//  . 


/I--0 


formées  par  les  moyennes  arithmétiques  simples  îles  s„(x0). 

Par  h1  lemme  fondamental  de  la  décomposition  de  f(x  i 
(p.  60),  joint  aux  théorèmes  du  numéro  ï  du  Chapitre  II.  on 
démontre  facilement  les  théorèmes  suivants  ; 

Si  à  I  intérieur  du  cercle  de  convergence  ou  à  V intérieur 
du  polygone  de  sommabilité 

litn  /(  x)  —  A. 

■>■    <  ,1 

on  a  nécessairement 

luii  i;  '  1  a. ./,,  1       \. 
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Plus  généralement,  si  à  l'intérieur  du  cercle  de  convergence 
ou  à  l  intérieur  du  polygone  de  sommabilité, 

lin»  sup.  [/,.,■:       A, 

<>/i  (t  nécessairement 

lira  sup. ]  B(1)(a,  .r0  )  |  <  \. 

En  résumé,  la  suite 

'!"))  lim  |!  i  i  a,  ./„  |, 

formée  en  un  j »< > î 1 1 1  singulier  du  cercle  <!<•  convergence  ou  du 
polygone  de  sommabilité  (sommets  exclus),  nous  décèle  l'allure 
générale  de  la  l'onction  en  ce  point,  même  si  Ton  ne  fait  aucune 
hypothèse  sur  les  coefficients  tayloriens  qui  définissent  f{x). 

En  effet,  si  la  suite  (i  5)  a  une  limite  bien  déterminée,  f{x)  en  ;i 
de  même  pour  x  =  x0,  du  moins  le  long  du  rayon  (o,  x0).  Si  (io) 
n'a  pas  de  limite,  mais  si  elle  est  bornée  en  valeur  absolue, 
J\x)  est  indéterminée  à  l'intérieur  du  cercle  ou  du  polygone  au 
voisinage  de  xe,  et  elle  est  bornée  à  ce  voisinage.  Enfin,  si  la  limite 
supérieure  pour  ^  =  oc  de  |  B(,)(«,  x0)  |  est  infinie,  f(x)  devienl 
infinie  au  voisinage  de  ./„. 

Regardons  de  [tins  près  le  cas  où  (i5)  n'est  pus  bornée,  lien 
résulte,  en  particulier,  que  |B(«,  x0)\  n'est  pas  bornée  non  plus 
pour  a  =  oc.  Nous  allons  voir  que  le  degré  d'infini tude  de  ces 
moyennes  exponentielles  simples  pour  a  =  ao,  et,  a  fortiori  t 
celui  de  l>  '  (à,  x0),  esl  en  relation  directe  avec  le  degré  d'infi- 
nitude  def\  x  I  en  ./•„. 

S.  Pour  cela,  nous  devons  établir  quelques  propriétés  relatives 
a  la  croissance  des  fonctions  entières  dont  nous  nous  servons  pour 
représenter  la  fonction  donnée.  \lin  de  montrer  I  idée  fondamen- 
tale de  la  méthode  qui  nous  conduira  à  ces  résultats,  nous  allons 
examiner  toul  d'abord  la  fonction  exponentielle. 

Soii  donné 


<■■'  — 


yi  a" 
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M.  Jîorel  (  '  )  a  remarqué  que  Tordre  de  grandeur  d'une  fonction 
entière  à  coefficients  positifs  ne  dépend  pas  également  de  tous  les 
termes  de  la  série;  au  contraire,  si  Ton  n'exige  pas  nue  évaluation 
tirs  précise,  un  ou  quelcjues-uns  de  ces  ternies,  qui  s'éloignent 
d'ailleurs  à  l'infini  poura  =  oo,  donnent  déjà  l'ordre  de  grandeur 
de   la  fonction. 

JNous  allons  développer  cette  idée  pour  évaluer  exactement  le 
degré  d'infînilude  de  certaines  fonctions  entières  à  coefficients 
positifs. 

Prenons  /»•  pour  un  nombre  positif  supérieur  à  i,  et  désignons 

par  h  la  partie  entière  de  -y,  de  sorte  que 

£  =  &  +  *!, 

où 

o  g  rt  <  i . 

La  somme  des  b  premiers  termes  du  développement  de  e" 
divisés  par  ea  tend  vers  zéro  pour  a  =  x. 

En  effet,  pour  un  a  quelconque,  les  deux  plus  grands  termes  de 
la  série  envisagée  sont  ceux  dont  les  indices  sont  a  —  i  et  «;  par 

suite, 

.   .  a  ab        ,  a1' 

Appliquons  maintenant  la  formule  de  Stirling  sous  sa  forme 
06)  b\  =Tj(6)(6-t-i)      »e-<*+«, 


ou 


1  i ni  tj  (  b  )  =  sJ^Ït.. 

b  =  oo 


N 


ous  avons 


M^<, 


b   ' 


r,  (/;)(/;  -t-l)        ~  C    lb+\)+a 


et 

A  (a)  b/,'' 


r,(b){b^-i)-c 


ï    -(â-7"'4"1)^" 


(  '  )  E.  Borel,  Leçons  sur  les  séries  à  termes  positifs,  p.  ")8. 
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car 

a  <  k(b  -+-  i). 

Examinons  tnaintenanl  le  quotient 

/.''  .         /.■'■ 

=  /.   o  ■ 


e      *  e      h 


Pour  ([lie  ce  rapport  tende  vers  zéro,  il  suffît  que 

k 


ce  qui  est  évident,  étant  donné  que 

/    ,  /  ,/>"  —  •>■• 

1  . 

Posons 

i 


A— 1 


e  * 


=  c, 


dont  nous  savons  que 

o  <  c  <  i. 

L'inégalité  (17)  peut  donc  s'écrire 

A(q) 

OÙ 


<  B(a)c«, 


B(a) 

lnn  sup. =  o. 

ri  —  x>  Cl 


D'où  l'on  conclut  que,  r  étant  un  nombre  quelconque, 

ar k(a) 
(  18)  lnn  K—t  =o. 


<(=:  oo 


9.  Regardons  de  plus  près  les  termes  du  développement  c"  dont 
les  indices  sont  supérieurs  ou  égaux  à  la  partie  entière  Ar  ak. 

Je  dis  (jue  la  somme  de  ces  termes  divisée  par  r"  tend  .m>-i 
vers  zéro. 

Désignons  par  b  la  partie  entière  de  ak\  Ac  sorte  que 

ak  =  !)  -r-  r, , 

OU 

O  £  7,  <  I  . 
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Ecrivons  I < >  somme  envisagée  sous  la  tonne 


■  -+- 1        h  i-  i  h      i 


ci  remarquons  que 

/.'/      I>  -+- 1 , 

c  est-à-dire 

^  i 


et,  (t  fortiori, 


"       .  i 


h  ..  i  "  k 
I  )'où  il  résulte  que 

D(a)  <  — 


h  :  /,  —  i 


appliquons     île     nouveau     lu    formule    de     Stirling     sons    ht 
forme  (  16)  ;    nous   aurons 


15  (  ri  I 


/  -  1  /,    ! 

ï,(/mi/;  Il         2e-(64-U 

et 


/.  - 


1 


car 

6-4-1 

"       ,r' 

I  démontrons  que 


pour  cela,  il  suffit  que 


ea  /,-l! 
1  i  m       .    ,       =  o; 

Il  s.  'i 


7^<r 


<  >n  peul  vérifier  celte  inégalité  de  la  façon  suivante  : 
Ëcrivons-la  sous  la  forme 

<■'■   1      //•■. 
et  prenons  le  logarithme  «les  deux  membres 

(  19  )  /.   —  I         /.  log£. 

Il  suClii  évidemment  de  vérifier  celle  inégalité  plus  simple. 
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\u  point  k  =  i,  toutes  les  (lcn\  fonctions  «le  /. , 

/•■  —  i     <-t    /.  logÂ", 

prennent  La  valeur  zéro.  Dans  le  point  /.=<?,  la  fonction  k  log  /. 
est  supérieure  ^<lc  l'unité)  à  la  fonction  k —  i.  Donc,  si,  pour 
/,•  >  i ,  l'inégalité  (19)  cessail  d'être  vérifiée,  la  dérivée  de  la 
fonction 

h   In:;/,   —  (  /,  —  1  1 

devrait  avoir  une  racine  supérieure  à  1.  Mais  cette  dérivée  csl 
justement  loi;/,.  On  peut  donc  poser 

ek-\ 

avec 

'■    .1. 

Par  suite,  nous  concluons  comme  auparavant   que,  /'  étant   un 
nombre  quelconque, 

arB(a) 

I   mi  )  Ion   ■ —  =  o. 

r" 

II  ZZ.    X  ' 

Ajoutons  (pion  peut  démontrer  de  lit  même  manière  que  le 
terme  maximum,  et,  par  suite,  la  somme  d'un  nombre  fini  de 
termes  divisée  par  r",  tend  aussi  vers  zéro.  L'ordre  de  grandeur 
de  ea  n'est  donc  déterminé  que  par  un  nombre  toujours  croissant 
de  termes,  et  nous  avons  essayé  de  réduire  le  nombre  des  termes 
importants  au  strict  minimum. 

10.  A    l'aide  de  ces  considérations,    nous   allons  démontrer  le 
théorème  suivant  : 


Soit  donnée  la  fonction  entière 

00 

/(«-)  =  >  j — . — , 

où 

. .      o  (  n  ) 
<  21  )  liin  =  *, 

„.=  *     a'1 

l>  étanl  un  nom  lue  réel  quelconque.  V ordre  de  grandeur  de  I" 
/miction  J\a)   est  déterminé  d'une  manière  très  précise  par 

D.  7 


(,^  CI1APITRK    111 

l'équation 

f(a) 

■  ■  uni  -  =  y. . 

Vax  effet,  il  après  la  condition  (ai  i, 

o  C  ./•  )  =  y.  il  /'  -i-  i„  n  I' 
a\  ce 

l 'ar  suite, 


Mm  l„ 

<>. 

00 

[  >  ///'  —  - 

X^               "'' 
n      0 

et,  d'après  le  théorème  de  Cesàro, 


2à 


£nni> 


h  m  — =  uni  •„  =  i). 


/(  n        y- 


j—4        a  . 


Il  suffîl  donc  de  déterminer  l'ordre  de  grandeur  de  la  fonction 


/i  ( «  )  = 


X^"    lH' il'' 


II 


Pour  cela,  nous  allons  étendre  à  cette  fonction  les  résultats 
acquis  tout  à  l'heure  relatifs  à  la  fonction  exponentielle. 

Regardons,     tout    d'abord,    la    somme    Wa)    des    b    premiers 

ternies,  b  étant  la  partie  entière  de  7  et  A'  >  i .  I  ne  limite  supé- 
rieure de  ees  termes  est 

b  :  ' 
donc 

h! (a)  <  b  >'  Ai  a  1; 

par  Mille  encore,  d'après  (18), 

i-      v,"! 

1   >  ,  lui)    =  0. 

il         x         I 

Prenons  ensuite  la  somme  B'(a)  des  termes  dont  les  indices 
sont  égaux  ou  supérieurs  à  La.  el  ><>u  <le  nouveau  b  la  partie 
entière  de  La. 
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On  a 

B'^  =  ^''-^     ''''//', -(*  + ïtTïtï -"•■]■ 

Soit  y,  nu  entier  plus  grand  «pie  |/>|  -(-  i  <-t  Laissons  de  côté 
les  4  X-  premiers  termes  de  B'(a).  Cela  est  permis.  <;o-  nous  avons 
démontré  que  la  somme  d'un  nombre  fini  de  termes  du  dévelop- 
pement de  ea  divisé  par  ea  tend    vers  zéro,  comme  un   nombre 

inférieur  à   i,  élevé  à  la  puissance  '/. 

Regardons  maintenant  le  i  i  o.  -j-i  )"'""'  terme  de  la  paren- 
thèse en  remplaçant  />  par  le  nombre  plus  grand  ul.  Ce  terme  est 


(  b  —  i  i  .  .  .  (  b  —  i  x  i  .  .  .  i  b  —  4  ;j  i 
Etant  donné  que,  pour  r  >  2  m, 

b  -+-2{x  +  /■  <  (  b  -+-  /•  i-, 


on  a 

6  H-   i  p 


(©-+-2|JH-/")(6-i-2fZ-»-/'  —  Il 

de  sorte  <pie 

<  b  -+-  4  ;jl  )t» 


<l 


(6-+-2{z-i-i)...(6-Mhj 
On  peut  donc  écrire 

B'(a)<P4a(a)-4--7-       —     i  —  j- h-r—  3 --K..J 

(b-i--i  \X)  !    \  6  -+-  2  |JL  H-  i  6-t--2[l-f-l     OH- 2  (AH- 2  / 


et 


ou 


Mi 


aïs 


B(fl)<w+(t+^!n 

lin.    P^=o. 

n  =  x  f" 


i  b  —  >  [x  i  :       A  . 

d'où  il  résulte  comme  auparavant  que 

,.      B'(a) 

■  2  i  Ion    —    —  c. 
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Il  suffit  donc  pour  envisager  Tordre  de  grandeur  de  la  fonction 
entière, 

00 


,    a 


de  considérer   les  termes  dont  les  indices  sont  supérieurs  à  j  el 
inférieurs  à  nl>,  /.  étant  un  nombre  supérieur  à  l'unité. 


II.  On  voit  ainsi  facilement  qu'en  désignant  celte  partie  du 
développement  par  O(a)  et  la  partie  correspondante  du  dévelop- 
pement de  <'"  par  C(«),  on  a  pour/?  >  o 


(jYc(a)  <  C'O)  <  (a/c  |P  Ci  a  i. 


Donc 


li m  siip.  - — : — -  =  lim  siip.  —  ki' 


Cl 


car 


A(«) 


ai'e'1 


lim  inf 


.    À'(a)-+-  B'(a)-t-C'(a)  ,     i 
=  lim  ml. --î— > 


,.      C(a)       ..      ea—  A(a)—  liirt) 

lim  — - — -  =  lim =  i. 


e" 


Pouro«<o,  la  limite  inférieure  devient  la  limite  supérieure  et 
inversement. 

Examinons  enfin  les  points  limites  de  la  suite 


nui 

n      *  <<i'r" 


Nous    avons    trouvé    que    tous    les    points    limites    sont    entre 
■7—  et  /•/'.  .le   dis  que  le  seul  point,   limite  est   l'unité.    En    effet, 

soit  ,r0  un  autre  point  limite  de  la  suile;  je  prends  k  assez  voisin 
de  i  pour  que 

a?o|, 


i  — 


ki' 
kn  -  .  I 


ce  <[ui   esl   toujours   possible,  étant  donné  que  k  peut  être  aussi 
Mii^in  d<-  l'unité  qu'on  veut. 


LA    MKTIIODr.    DE    I.  \    SOMMATION    EXPONENTIELLE.  loi 


Mais,  dans  ce  cas,  x0  n'es!  pas  entre  i—  et  kP\  donc  ./■„  ne  |><'ni 

l»;is  être  un  point  Limite  de  la  suite  envisagée. 
On  en  conclut  que 

on 

\i        a" 
>  ni'—- 


m 


i«        n  . 
ai'e" 


ce  qu'il  fallait  démontrer, 
Plus  généralement 


ht 
V 


a" 


n?\\o«n  \'t  — r 
__  n  . 

/.- 

(aS)  lim  -^ =i. 


En  effet,  dans  les  inégalités  fondamentales  (23)  et  (24  |,  />  esl 
un  nombre  quelconque.  Prenons  le  supérieur  à  p  >  o  el  remar- 
quons <|iie 

00 

2(1" 
n?(\ogn)'l  —  >  e". 

n  =0 

On  voit  que  l'égalité  (25)  est  démontrée. 
D'autre  part, 

l,n  kn  Lu 

*p  L   g * J  2- ^  < 2- ,,p| lo-"]'/^T  < *PaP I  log*a ]''2é~: 


"=ï  n=Â  *=I 


c'est-à-dire 


III    -Mil.   rq - 

„     J        eaaP[loga]i 


et 


«Pflogn]'/  — 
_  J    n  ! 


li m  ml. 


car 


eaa?[\oga]i      ~  kp* 


I  li>u  a  dz  logA  1'/ 

1 1  m  - — -r. ~ —  =  ( 

\\oga]v 
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d'où.  /,  étanl  ;hissi  voisin  de  I  unité  que  l'on  veut, 


■J3 

N^|l.>^|'/  — 

liin   r-, = =  1, 

,  =  „      eua?\\oi*a]'/ 


On  entrevoit  donc  facilement  que 

.  r.  ,.      B<J,?(a,  0  i 

(aO)  li  m  — -r, t-   = 

„  =  »  aP[loga]v       r(p-+-i) 

12.  Ces  calculs  effectués,  nous  pouvons  établir  lac  dément  le 
théorème  suivant  (*)  : 

•V,  au  point  x0  situé  sur  le  cercle  de  convergence  ou  sur  le 
polygone  de  sommabilité  (sommets  exclus),  f{x)  est  de  la 
forme  déjà  examinée, 

p'(log;fz) 

(W)  /(*>  =  — ; — '— TfJ-  +/,(»), 

i  —  — 


on  c/ 


(28)  lim 


B(a,  a?0)  A7 


«=»  «p(iog«  y      r(p-+-i) 

Comme  auparavant,  l),/(^)  est  un  polygone  en  ;  de  degré  /y, 
A'/  le  coefficient  de  £?  et/'2(.r)  est  d'ordre  p'  ■<  p  au  point  x0. 
D'après  la  dernière  hypothèse, 

oc  00 


71=0 


où  f->{x)  est  régulière  à  l'intérieur  du  cercle  de  rayon  |  x0 1  et 
d'ordre  p'  +  s  <  p  sur  la  circonférence;  /3 {x)  est  régulier  au 
point  ./v  Par  suite,  les  sommes  exponentielles  de  /-,(./)  formées 
en  ^o  tendent  vers /3(a?0)  et,  divisées  par  une  quantité  qui  tend 
vers  l'infini,  deviennent  o. 

D'autre  part,  les  s„(cn,  xQ),  formées  pour  la  fonction  fî(x)  au 

(')  P.  et  V.  Dienes,  Inc.  cit.,  p.   1"<|. 
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point  a?0,  satisfonl  à  la  condition 

(•».())  h  in =  o. 


En  effet, 

ac  oc 


/(  il  71=0 


exprimons  maintenant   que  son   ordre  sur  le  cercle   «le    rayon    i 

(au  plan  des  ;  i  esl  *'  -+-  s  <C  }■  On  aura 


loa   bHx»\ 


iim  sup.  -  -  =  ?' — '-  —  i<p  — i. 

Donc,  pour  //  assez  grand, 

\bn,>;, 

z    étant  arbitrairement  petit.  Ce  qui  montre  immédiatement  que, 
pour  n  assez  grand, 

s«(c„,  ./•„  )  =  |  l>„-  biXç-h. . .+  6„.rg  |  <  ftP-s', 

comme  il  fallait  le  démontrer. 

Formons  les  sommes 

V     /  "u 

7^sn\cm  -''ci  '  77T 


,i=0 


on  a 

p(«)  -^«P  «T 

B(c„,a,a?0)  < ~1! 

P(a)  étant  un  polynôme. 

.Mais  non-*  avons  \  u  <pie 

V~<  a"  V    .     ■  "" 

2inP  j[\       2inP~  ~. 


n. = 0  i  •        #t  =  o 

Imm    — - 

y  II?- 


Illll  =  mil 

aPc 


n=0 

d'où  enfin 

..       B(c«,  a,  3?<0 

1 1  m  =  o. 

„=*  aP 


i"  i  cil  \niiii:   ni. 

Les  sommes  exponentielles  de  la  fonction  envisagée  sonl 

lii  <7.  ./■,,  i  —  \,f  157-r-i  n.  a  ,i  i    -  Im  '„.  H,  .rlt  i   .    B(dn,  a,  cc0), 
donc  d'après  |  26  1  el  (  29), 


I  3o  I  lui) 


B(a,a?0)  \,, 


„    ■.  «  a?\  \<>'+(t  \f  l'i  }  —  I  I 

C'est  la  relation  générale  cherchée  entre  les  points  critiques 
al g ébrico -logarithmiques  situés  sur  le  polygone  de  somma- 
hilité,  aV une  part,  et  les  coefficients  tayloriens  qui  figurent 
dans  B(«,  xti),  de  l'autre. 

(  )n  voil  sans  difficulté  que  la  formule  (2")  contient,  comme 
cas  particuliers,  les  pôle--,  les  points  critiques  logarithmiques,  les 
polos  logarithmiques,  les  points  critiques  algébriques  el  les  poinls 
algébrico-logarilhmiques,  sans  quelle  soi  1  épuisée  par  les  sin- 
gularités énumérées.  Nous  remarquons  que,  tout  en  satisfaisanl 
au\  conditions  indiquées,  le  point  x0  peut  être  situé  même  sur 
une  ligne  singulière.  Au  fond,  il  ne  s'agit  que  de  la  partie  domi- 
nante de  la  singularité,  c'est-à-dire  de  la  partie  qui  montre  de 
quelle  manière  la  fonction  devienl  infinie  au  point  envisagé. 

13.  Le  théorème  général  démontré  précédemment  est  valable 
pour  une  série  de  Tavlor  quelconque,  définissant  une  fonction 
analytique,  mais  il  a  le  défaut  de  ne  s'appliquer  qu'aux  points 
singuliers  situés  sur  le  cercle  de  convergence  ou  sur  le  polygone 
de  sommabilité  ;  par  contre,  d  a  une  remarquable  simplicité. 
grâce  à  l'idée  ingénieuse  de  M.  Borel,  d'employer  pour  fonction 
sommatrice  la  fonction  exponentielle  ex.  Il  ne  nous  reste  qu'à 
chercher  à  étendre  le  champ  où  peuvent  être  situés  les  points  sin- 
guliers de  la  nature  indiquée,  pour  qu'ils  puissent  être  atteints  par 
une  méthode  analogue  à  la  précédente  el  dans  la  généralité  et 
dans  la  simplicité.  Une  pareille  généralisation  nous  est  fournie 
immédiatement  par  la  sommation  exponentielle  généralisée  «le 
M.  Borel  ('),  où  Ton  prend  pour  fonction  sommatrice  ea>  au  lieu 


(')  E.  Borel,  Leçons  sur  les  séries  divergentes,  p.  129,  Paris,  Gaulhier-Villars, 

1  '1"  1 . 
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de  ea,  c'est-à-dire  où   la   fonctionna?)  r-i   représentée,  dans  un 
domaine  assez  étendu,  par  la  formule 

./-,,-,     :    lin,    "-"■ 


Soit  .r„  nu  point  singulier  de  la  fonction  envisagée  où  elle  s'écrit 

sous  la  forme  |  ■>.-  i.  Faisons  une  supposition  analogue  à  celle  qui 
exige  que  le  point  singulier  en  question  ne  coïncide  |»;is  avec 
un  sommet  du  polygone  de  sommabilité,  c'est-à-dire  supposons 
(|ue  .r(,  ne  soit  exclu  du  domaine  de  sommabilité  d'ordre  /•  que  |>;n- 
l'effet  de  ht  singularité  à  ce  point.  Plus  précisément,  supposons 
que  le  domaine  de  sommabilité  d'ordre  /■  de  fs(x)  contienne 
déjà  ./„  à  son  intérieur.  Dans  des  cas  pareils,  nous  dirons  (pie  .r„ 
est  atteint  par  cette  sommation. 

Dans  ces  conditions,  on  peut  refaire  le  raisonnement  précédent 
qui  nous  a  conduit  à  la  relation  (3o).  Il  ne  faut  que  calculer  les 
sommes  exponentielles  généralisées  d'ordre  /•  de  la  fonction 

KM, 

I  I  —  X  IP 

au  point    1  . 

Par  délinition.  cette  somme  s'écrit 


B£P(a,  i)  = 


n=0 


V 

| 


II 


Mais  la  relation  (21)  du  Chapitre  II  montre  que  sa  croissance 

est  éirale  ;'i  celle  de 


>[rn]?[ïogrn]i— 7 


n—D 


lob  <  m  mm  i  m:   in. 

Posons  ii        h  el  prenons  \og /t  au  lieu  de  loy /i +  logr;  nous 
aurons  à  examiner  ainsi  la  croissance  «le 

v1       ■  ('  ' 

/•:-   >  «Pi  logn  i'/— r 


de  sorte  que 


uni 


\1  h" 


„=«,  &P[log6]p         l'(p-Hl) 

ou  bien,  en  remplaçant  h  par  ar, 

..        B?'p(a,  n  rp    ? 

(       )   I     I  I  1  111       T" = ' 

«  =  «  a''P(loga  >'/        1  (  p  +-  i  i 

On  démontre  maintenant  la  relation  générale  cherchée  par  une 
méthode  identique  à  eelie  dont  nous  nous  sommes  servis  précé- 
demment. La  formule 

■ 

B,.(a,  a?0)  rp+i 

<    >>•  '"Il     h =    TT7 Al„ 

„  =  oc  «'-P(loga)7        l(p-hi)      ' 

est  la  généralisation  de  (3o)  avec  lequel  elle  coïncide  d'ailleurs 
pour  /•  =  i  . 

On  voit  par  la  dernière  formule  que  les  sommes  exponen- 
tielles généralisées  B,.(a, #0)j  formées  en  un  point  singulier 
atteint  par  la  méthode,  sont  en  relation  simple  avec  la  struc- 
ture de  la  singularité,  dont  elles  permettent  de  déterminer  la 
partie  dominante. 

Dans  la  notation  introduite  par  M.  Borel  ('),  nous  pouvons 
exprimer  le  résultat  comme  il  suit: 

Si  la  croissance  de  la  fonction  est 

i 
p  -4-  q — > 

celle   des  sommes    exponentielles  généralisées  d'ordre    r    est 


(')  E.  Borel,  Leçons  sur  la  théorie  de  la  croissance,  Chap.  1.  Paris,  Gauthier' 
Villars,  1910. 
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/■  fois  plus  grand;  en  effet, 


i 

7,„ 


/•  =  pr-     '/-  r, 


et  le  second  membre  de  la  dernière  égalité  est  le  symbole  de  la 

croissance  de 

ar9(r loga  '/ 
pour  a  =  x. 

On  sait  que  la  portée  des  sommes  exponentielles  généralisées 
peut  effectivement  surpasser  celle  des  sommes  exponentielles 
simples.  Par  exemple,  si  l'ensemble  des  points  singuliers  de  la 
fonction  n'a  d'autres  points  limites  «pie  l'infini,  ou  --"il  ne  contient 
qu'un  nombre  fini  de  points,  les  points  qui  peuvent  être  atteints 
par  la  méthode,  comme  l'a  montré  M.  Borel,  sont  aussi  près  qu'on 
veut  d'un  point  quelconque  du  plan  complexe.  D'autre  part, 
la  relation  (.>>.),  quoique  plus  compliquée  que  (loi,  ne  laisse  pas 
beaucoup  à  désirer  en  ce  cpii  concerne  la  simplicité. 

Ce  que  nous  avons  encore  à  faire  dans  celle  direction,  c  esl  de 
nous  affranchir  le  plus  complètement  possible  des  restrictions 
relatives  à  la  situation  de  la  singularité  étudiée.  Comme,  pour 
étudier  un  point  singulier,  nous  avons  besoin  dune  représen- 
tation de  la  fonction  dans  des  points  réguliers  tendant  vers  le  point 
en  question,  et  comme  toutes  ces  représentai  ions  se  font  par  des 
fonctions  entières  (ou  polynômes),  c'est-à-dire  par  des  fonction- 
uniformes,  il  est  impossible  que  le  même  développement  permette 
de  soumettre  à  ces  recherches  le  plan  complexe  entier. 

Lue  autre  exigence,  la  simplicité  des  résultats,  rend  nécessaire 
un  choix  définitif  entre  les  représentations  connues,  surtout  >i 
l'on  veut  examiner  des  singularités  moins  simples.  Nous  allons 
montrer  dans  les  Chapitres  suivants  qu'il  \  a  des  méthodes  qui 
satisfont  à  toutes  ces  exigence-. 


CHAPITRE   IV. 


L'ETUDE  DliS  SINGULARITES 
\'\\\   LA    MÉTHODE   DE   M.  MtTTAG-LEFFLEH. 


] .  Nous  avons  \  h  dans  le  (  Ihapitre  précèdent  que  les  singularités 
situées  en  dehors  du  polygone  de  sommabilité  ne  se  trouvent  plus 
à  la  portée  de  la  méthode  exponentielle  pour  pouvoir  étudier  les 
points  singuliers  qui  ne  sauraient  être  atteints  par  cette  somma- 
lion,  nous  devons  tout  d'abord  pousser  plus  loin  la  représentation 
des  fonctions  analytiques  afin  d'arriver  à  des  domaines d'holomor- 
phie  de  plus  en  plus  ('tendus.  D'autre  part,  comme  notre  but  est 
d'examiner  la  relation  entre  l'allure  de  la  représentation  en  un 
punit  singulier  et  l'allure  de  la  (onction  au  voisinage  de  ce  même 
point,  de  chercher  des  développements  qui  représentent  pour  ainsi 
dire  même  les  singularités,  notre  choix  doit  se  porter  sur  la  repré- 
sentation où  cette  correspondance  entre  formule  et  fonction  est  la 
plus  simple  possible. 

Mais,  pour  arrivera  des  résultats  précis,  il  faut  distinguer  assez 
nettement  les  deux  côtés  du  problème  ainsi  formulé.  En  effet, 
l'allure  de  la  (onction  au  voisinage  d'un  point  singulier  peut  avoir 
deux  sens  bien  différents.  D'abord  la  fonction  peut  tendre  vers 
une  valeur  bien  déterminée  quand  on  s'approche  de  ce  point  sur 
une  ligne  ou  à  l'intérieur  d'un  domaine  de  forme  déterminée;  elle 
peut  être  bornée  dans  le  domaine  envisagé  ou  bien  elle  peut  y 
devenir  infinie,  etc.  Ce  sont  des  allures  générales  où  l'on  ne  spé- 
cialise pas  davantage  la  nature  de  la  singularité  et  nous  savons 
<pi  en  beaucoup  de  questions  de  l'analyse,  ce  sont  justement  ces 
distinctions-ci  qui  jouent  le  rôle  prépondérant. 

D'autre  part,  on  peut  se  demander  comment  les  singularités 
toutes  particulières,  comme  un  pôle,  un  point  critique  algébrique 
ou  logarithmique,  un  point  essentiel,  etc.,  dont  le  nombre  est 
d'ailleurs  très  limité,   se   manifestent  dans  l'allure  générale  de  la 
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représentation  au  poinl  considéré.  I);ms  l'étude  de  la  correspon- 
dance entre  l'on  mile  et  fonction,  on  doit  donc  distinguera  corres- 
pondance entre  la  formule  et  l'allure  générale  de  la  fonction  de  la 
correspondance  entre  la  formule  el  les  singularités  particulières  de 
la  fonction  étudiée.  Les  deux  problèmes  ainsi  séparés  impliquenl 
des  difficultés  bien  distinctes. 

Nous  commencerons  l'exposé  des  recherches  <!<■  ce  genre  par 
l'élude  des  représentations  moins  compliquées  el  valables  dans 
l'étoile  ordinaire  pour  arriver  après,  dans  le  dernier  Chapitre,  aux 
représentations  très  générales  dont  la  souplesse  dérive  de  l'intro- 
duction d'un  paramètre  el  d'une  courbe  arbitraire  génératrice  de 
l'étoile  curviligne  correspondante. 

Nous  verrons  que  les  résultats  relatifs  aux  singularités  particu- 
lières, pôles,  points  critiques  algébriques  ou  algébrico-loga- 
rithmiques,  obtenus  par  la  méthode  que  nous  allons  exposer, 
seront  complets  et  précis,  et  que,  par  contre,  l'allure  générale  de 
la  fonction,  au  moins  dans  l'état  actuel  de  ces  recherches,  ne 
se  révèle  pas  très  nettement  dans  ces  représentations. 

LES    PROPRIÉTÉS    GÉNÉRALES    DE    LA    SOMMATION 

nu  type  E|  a  l. 

2.  Nousallons  toutd'abordgénéraliscr.  avec  M.  Miltag-Leflleri  '  . 
la  sommation  exponentielle,  de  façon  que  les  moyenne--  ainsi 
définies  représentent  la  fonction  étudiée  dans  l'étoile  entière. 

Prenons  à  cet  efl'et  l'intégrale 


>.-i    /       y  —  l  v! 


où  E(.r)  est  Une  fonction  entière  telle  que  E(o)  =  i  el  S  est  le 
contour  d'une  aire  simplement  connexe  dans  laquelle,  frontière 
comprise,  f(x  v)  est  holomorphe.  S  doit  être  parcouru  dans  le 
sens  direcl  ci  embrasser  les  deux  points  i'  =  i  et  v   —  o. 

Dans  ces  conditions,  l'intégrale  considérée  esl  égale  à  la  somme 
de  deux  autres  avant  pour  chemin  d'intégration  une  petite  courbe 


(')   M.    Mittag-LkI'FLEI!,    Sur   lu    représentation    d'une    brandie    uniforme 
d 'une  fonction  monogène,  V   Note.  •    \ctu  math.,  t.  \\l\,  rgo5). 


I  [O  CHAPITRE    IV. 

autour  de  «».  respectivement  autour  de  i. 

-L,  f  Î1EZ1 1:  (  ±)  dy  =     JL,  f  ZifZl  E  /  '1  )  dy 

'-'. '„  .'     '     \y)  ■ 

Mais  |)(inr  )-=i.  le   résidu  <lr   la   fonction    sous    le    sii; ae    /   r-.i 
f{  ./■  t  E(  a),  de  sorte  que 

— :    /    - VA       )  i/y  —     — .    /    =— >— ^ — E(  --  )  dy  =/(a?)  E(«). 

Calculons,    d'autre   part,    le    résidu    pour    e  :— o    de    1  i »    même 


fonction.  Posons 


cl  nous  aurons 


E(a.\==ycJLan 

\y)       —à    y 


Comme  celle  série  converge  uniformément  sur  le  petit  cercle  (o  ), 
on  peut  la  multiplier  par — ■ — -  et  effectuer  l'intégration  lerme  à 

tenue  sur  la  série  ainsi  obtenue  : 

/ 

\«=0  n=\s 


-L-.ffWL  E  (  «)  dy  =  -  -L-.  fi  V  '^1  V  S/1 , ,. ,  yn  \  dj 

\«=0  H  =  0 

où  .s'„( ' ./'  )  =  c/„  -+-  e/,  .r  H-  ...  -f-  <i„ x"  de  façon  que 

— -    /    -^ —   VA     -      rfy  =  —  >   (  «0  +  r(,.r-.  .  . -f-  «„.r"  ir„. .,  ««  •'. 


cl 


V 


i  a0-î-  ci\X  -T-. .  .-H  anx"  \ca-i-\  a 


■i  ■  i 


/<*)  = 


n  =0 

Pour  arrivera  noire  but,  il  ne  nous  reste  que  chercher  des  fonc- 
tions entières  E(a?)  telles  que 

II)  Il  m    - /    : : —  VA  —     dy  =  o. 
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Soil  I)  un  domaine  fini  de  x,  situé  entièremenl  à  l'intérieur  de 
L'étoile  attachée  à  /(#),  el  soii  E(x)  une  fonction  entière  à 
coefficients  positifs,  telle  que,  0  satisfaisant  aux  inégalités 

Z-=Q  %■>.-  —  S, 

on  ;iii  d'une  manière  uniforme 


(a) 


liin  El  p  c''1  )  =  o. 


Nous  allons  montrer  que  toute  fonction  entière,  assujettie  aux 
conditions  indiquées,  satisfait  déjà  l'égalité  (i);  l'expression  con- 
sidérée dans  (i)  tend  uniformément  vers  o  pour  le  domaine  \). 
Il  suffit  pour  cela  que  Ton  ait,  d'une  manière  uniforme 


(3) 


li  m 


lit  a) 


en  tant  que  x  appartient  à  un  domaine  fini,  situé  en  dehors  de  la 

partie    de    Taxe    réel  entre     1  et+c/o;  c'est    le    contour   i\'un   tel 

domaine  que  décrit  —  quand  y  parcourt  la  courbe  S.  D'autre  part. 
I)  étant  fixé,  on  peut  prendre  S,  assez  près  du  segment  (o,  i)  pour 
(pie  xy  reste  à  l'intérieur  de  l'étoile  quand  y  varie  sur  S  et  x 
dans  D.  Ainsi  la  fonction 

/'•'■>  i 


v 


a  un  module  maximum  II  et  Ton  a 

I. I  a  I    . /      i  — y       \^/     ^ 


III  Max  de 


< 


i: 


(I) 


E  (  a 


où  /  est  la  longueur   du  'contour  S  el  y  esl    tel  que  le  module 
de  £  (  —  )  prend  sa  pi  us  grande  valeur  sur  ce  contour  à  ce  point.  Il 

nous  reste  donc  à  démontrer  l'égalité  (  3). 

Remarquons  pour  cela  qu'on  peut  toujours  tracer  un  cerclé  de 
rayon  suffisamment  grand,  en  particulier  plus  grand  que  I  unité, 
pour  que  le  domaine  entier  soil  intérieur  à  ce  cercle. 

Entourons,  d'autre  pari,  le  segment  i h  =°  d'une  bande  assez 

étroite   \  V  B'B,  de  façon  que  le  domaine  dont  le  contour  est  décrit 

par  —  =  x  soil  à  l'extérieur  de  celle  bande. 
1        Y 


I  I  2 


CHAPITRE    IV 


Partageons  ce  domaine  en  deux  parties  :  lune    \,  extérieure  à 
l'angle  A.OB,  l'autre   \-  Intérieure  à   V/OB'. 


Kig.  <.. 


Par  hypothèse,   en  choisissant  i   plus   petit   que   l'angle    \<).r. 

d'après  (2), 

lim   E(toa?)  =  o 


d'une  manière  uniforme,  quand  x  varie  dans  \,,  car  avec  x  la 
quantité  iox  est  aussi  intérieure  à  l'angle   \OI>.     /  fortiori 

E|  tax  1 

E  (  w  ) 

tend  uniformément  vers  o  pour  w  =  +  00  dans  toute  aire  finie 
extérieure  à  l'angle  AOB,  en  particulier  dans  le  domaine   \,. 

Envisageons  maintenant  \2l  c'est-à-dire  la  partie  (\f  \  qui  est 
située  dans  l'aire  limitée  par  OA',  OB'  et  par  l'arc  du  cercle   VB  . 

Le  plus  grand  module  de  x  dans  Aa  est  le  module  de  Al' (ou 
celui  de    P>   ),  de  sorte  que  dans  ce  domaine 


x 


OA'=6       1 


U'où  il  résulte  que 


El  (ox  \        El  (»  h 


car  les  coefficients  de  Ki./'i  sont  positifs. 
<  )n  encore 

El    !•).!■    I  El    (•)/>    I 

E<  (o  )  \i  1  <»  1 

pour  un  x  quelconque  pris  de   \._,. 

appliquons  maintenant  le  théorème  de  Cesàro,  généralisé  pour 
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les  fonctions  entières,  aux  deux  fonctions 

E(i»b)  =  \  znb"(.)" 


n  =  0 


et 


On  obtient 


E  (w)  =  >  a„  o". 


E(toè)                 a„6« 
lim    -rr- =    lim  =  o. 


car  h  <^\ . 

D'où  Ton  conclut  nue 


. .  li  (  tû  X  ) 

lnn   -jT- — -  =  o, 

t.»  =  »    E  (  w  ) 


On  arrive  ainsi  au  théorème  fondamental  de  M.  Mittag-Leffler 


d'une  manière  uniforme  dans  l'aire  V01V. 
On  arrive  ainsi  au  théorème  fondamenta 
sur  la  représentation  des  fonctions  analytiques  dans  l'étoile, 

oc 

(4)  f(x)=]im^-— _. 


n—0 


La  convergence  versy(.r)  est  uniforme  pour  un  domaine  fini  l> 
quelconque  de  x  à  l'intérieur  de  l'étoile. 
La  fonction  entière  à  coefficients  positifs 

E(«  )  =  y  cnq>1 

n  =  ù 

est  nommée  fonction  entière  sommatrice.  Toute  fonction  entière  à 
coefficients  positifs  satisfaisant  à  la  condition  (3)  est  une  fonction 
sommatrice.  Par  exemple,  M.  Lindelof  montre  que 

oc 

Lpfa)==2[iog(^p)^    ^>i) 

n  —  0 

satisfait  ;'i  (  .'>). 

Plus  généralement,  la  méthode  de  M.  Lindelof  (M  prouve  que 

(')  E.  Lindelof,  Calcul  des  résidus,  p.  131. 

D.  S 
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toute  fonction  entière  à  coefficients  positifs  peut  servir  pour 
fonction  som matrice,  si  les  coefficients  tavloriens  peuvent  s'écrire 

c„  =  o(n), 

où  cp (n)  est  liolomorplie  à  droite  de  l'axe  imaginaire,  de  même  que 
sur  cet  axe  et  si,  s  étant  aussi  petit  qu'on  veut,  on  a  pour  p  assez 
grand, 

|  o(pe«'4')-|  <  e-ï.  ^ty 

Nous  désignons  les  expressions 


*<d,     1. 


7  sn(x)c„+la"+ 

oô 

V  cn  a" 


M(.r,a)  =  — — s (a 


-n' 
n  =  0 


par  «  moyennes  dess„  (.r)  du  type  E(a)  ». 

3.  Soit  ,r0  un  sommet  de  l'étoile  attachée  à/'(./i  et  regardons  la 
suite 

M(.r0,  «)=-       — s 

Le  théorème  d'Abel  correspondant  manque  ici,  c'est-à-dire  que, 
si  nous  supposons  que  cette  suite  tende  pour  a  =  x  \  ers  une  limite 
l>ien  déterminée,  nous  ne  savons  pas  si  l'on  peut  en  conclure  que 
/'(./)  tend  \ers  une  valeur  f(xQ),  en  s'acheminant  vers  x  0  sur  le 
rayon  (Ox0),  ou  peut-être  à  l'intérieur  d'un  domaine  entourant  ce 
segment. 

Mais  la  réciproque  est  vraie.  .S'/,  à  l'intérieur  du  triangleabO 
dont  le  côté  arbitrairement  petit  ab  est  un  arc  du  cercle  de 
rayon  |2\,  |,  la  fonction  étudiée  f(x)  n'a  pas  de  points  sin- 
guliers, et  si  à  C  intérieur  de  ce  domaine,  c'est-à-dire  pour 
chaque  chemin  aboutissant  et  x0  et  situé  entièrement  dans  ce 

triangle, 

lim  f(x)  =  A, 
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on  a  nécessairement 


■yi  ■<()-+-  St(  .r„ 


•^(•^o) 


// 


h  t  i 


Uni 


CnCl 


n       i) 


La  démonstration  de  ce  théorème  repose  sur  la  généralisation 
immédiate  de  notre  lemme  sur  la  séparation  de  la  singularité 
(p.  60). 

En  prenant  pour  eliemin  d'intégration  de  l'intégrale  de  Caucli_y 


™-Taf£ 


f(z) 


dz. 


la  courbe  a' b' cela'  où  l'arc  de  cercle  (cd)  est  situé  à  l'intérieur  du 
cercle  de  convergence  de  la   série  de   Mac   Laurin  (  fîg.   -  |,   on 


Fi*. 


peut  refaire,  sans  aucune  difficulté,  le  raisonnement  qui  nous  a 
conduit  au  lemme  important.  Il  en  résulte  que  si /Y./  1  satisfait  les 
conditions  énumérées  dans  le  théorème  précédent,  ou  plus  géné- 
ralement si  elle  est  holomorphe  à  l'intérieur  du  triangle  arbitrai- 
rement petit  abO  et  si  à  l'intérieur  du  triangle 

lim  1/(37)1      A, 

x  =  0 

on  peut  décomposer  /"( te)  de  façon  qu'on  ait 

/(*)  =  /,  (a?) -H/i(*); 
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y,  (a?)  =  7i6fla;/'  est  holomorphe  à  l'intérieur  du  cercle  de  rayon 

//   (i 

l^'ol  el 

lim  bnx'ù  =  o; 

00 

d'autre    part,    f»(x)z=7tdnxn    esl    holomorphe    le     lon<;     du 

71  =  0 

rayon  (o,#0),  extrémité  comprise. 

Cela  posé,  formons  les  moyennes  M,  (.r„,  a  )  du  type  E(«)  des 
moyennes  arithmétiques  clés  s«(a?o)  el  démontrons  tout  d'abord  (pie 
si  les  moyennes  arithmétiques  des  s"tl(x0)  =  d0  +  dtxn +...-{- d„x" 
sont  désignées  par  o-'„(o:0),  on  a 

90 

V^laQCHI^"4-1 


(5)  lim   "  =  "       ,  =*/,(*.)■ 


n=0 


l,n  effet,  .r0  se  trouve  à  l'intérieur  de  l'étoile  attachée  à  fz{x)y 
on  peut  donc  développer  f%.{x)  autour  de  x0.  Posons  donc 

ao 

/sO)  =  V  ^„(.r  —  .r0)"  =  £■„-+-  gi (x  —  x0  i  -hf3(x  -, 

7i=0 

et  l'on  voit  immédiatement  que  la  fonction 

esl    holomorphe  au  point   i.  D'autre  part,    le  développement    de 
celte  fonction  autour  de  o  nous  donne 


xj0     (i-xy-         — 


71  =  0 


Comme  le  point  î  se  trouve  à  l'intérieur  de  l'étoile  attachée  à  la 
fonction 

cD(a?)=  ^— -   /"     ;/'3r,r'r")  ote  -  »o+y[««(*i  I  —  Ci^o)]*", 
x     ./„      (i  —  a*)2  ^-^ 


7(=0 
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on   peut   appliquer   à   celte  série  la  méthode  des  moyennes   du 
type  Va  a)  et  l'on  obtient  ainsi  l'égalité 


£.<*%(&<>)  '•/,  +  !«' 


i  li 


r«4-l 
Il  \~  u  '   •   /i-t-i  ^J- 

(/  —  0 


«  =  o 


tp(i)  =  o. 


D'autre  part,  les  .s-,,  de  la  fonction 

go  ■+■  Si (#  —  -7'o )  =  .A'o  —  A'  i  a?o  -+-  i'i  -r 

formées  pour  le  point  x  =  x0  sont  tous  égaux  à  »■„  ;  par  consé- 
quent, il  en  est  de  même  de  leurs  moyennes  arithmétiques. 
Donc 

7„O0)  =So-»-ff«(#o)i 


ce  qui  montre  enfin  <pie 

^Jg/t(a?o)c«+i«"+1 


I  U  )  i  i  m  


2c"a" 


H  =  0 

QC 

i-f-t 

«=0 


"m   ■      = =^0=/2(r0), 


//  —  go 


«  =  0 


comme  il  fallait  le  démontrer. 

Remarquons,  pour  finir,  qu'on  peut  appliquer  notre  théorème  du 
Chapitre  II  à  la  série  de  Taylor, 


FiO-î-o)  =^^-''o-<"'- 


n  =  0 


Eo   effet,  cette  série  a  pour  rayon  de  convergence  l'unité  et, 
à  l'intérieur  du  cercle, 


lim  F,(a?)=/1(a?0)- 

x  =  l 


i  il  \i'i  i m:   i\ . 


\<uis  sommes  donc  sûrs  que 

lim  or'„|  ./,,  i  =  /jl  ' -,    . 

el  que,  '/  fortiori. 


(7) 


lui) 


n  =  0 


:/ji  .r„). 


'■„"  ' 


Enfin  les  deux  résultais  (6)  el  (7  1  réunis  nous  .donnent 


2^K'''-"»  +ff»(*o)3c«H  io*+" 


1  ■        j 

lllM     - 
/I  =  00 


rt  =  0 

n 

Vff«(a?»)c„+1a''    ! 


=  lim 


2 


n  =  0 


= /j(*i)-H/s  (*o)= /(*<>)■ 


c„«' 


Le  théorème  esl  démontré. 

On  démontre  de  même  que,  si  à  l'intérieur  du  triangle  arbi- 
trairement petit,  abQ,  f(.r)  n'a  pas  de  points  singuliers  et  si,  a 
l'intérieur  de  ce  domaine, 

lim  sup.     /'(  ./•  A  , 

on  <t  nécessairement 


lim  sup. 


>    -,;!  ./■„  \r„  ,  ,a»      ' 


Vc„a" 

n     11 


\. 


I.ii  somme,  si  L'on  pari  de  la  rep  ésentation  pour  arrivera  la 
fonction,  les  résultats  on!  plutôt  la  forme  négative.  En  effet,  toul 
ce  que  nous  pouvons  dire  dans  ce  c;i<.  c  est  que  si,  pour  a  =  oc, 
l'expression  M,('.r„,<7)  ne  tend  vers  aucune  valeur  limite,,  la  font- 
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Il'.l 


lion  n'a  [>;•  s  une  limite  bien  déterminée  dans  le  voisinage  triangu- 
laire ;  si  pour  a  =  -x.  l'expression  |  M,  (  x0,  a)  |  n'est  pas  bornée,  la 
fonction  ne  l'est   pas  non  plus  dans  le  voisinage  triangulaire. 


L'ÉTUDE    d'uNE   FONCTION     SOMMATIUCK    PARTICULIÈRE    ('). 

i.  Abordons  maintenant  l'élude  des  singularités  particulières 
comme,  par  exemple,  les  singularités  algébrico- logarithmiques, 
qui  se  trouvent  aux  sommets  de  l'étoile  attachée  à  la  fonction  étu- 
diée. Pour  arriver  à  des  résultats  précis,  il  faut  spécialiser  la  fonc- 
tion entière  sommatrice.  Prenons  d'abord  la  fonction  entière  étu- 
diée soigneusement  par  INI.  Lindelof  (  -  i  : 


30 


Remarquons  que,  d'après  le  théorème  de  Cesàro, 


V 


a' 


[logf/i-H(i)J" 


mn 


a' 


logn        ~\" 

lun -2 _ 

„  =  *>  l  log(/i-+-  P)J 


i . 


(logn)" 


il  posons 


L(«)  =  y    « 


m  —  > 


el 


Lr(a)=2 
Nous  allons  démontrer  que 


m 


a' 


m' 


[logmj'" 


(8) 


..         Lr(a) 

uni    r 

«=.  e'a  Lia  | 


Le   nombre  a  étant  fixé,   cherchons  tout  d'abord  l'indice  n  du 
terme  maximum  dans  L(a).  On  obtient  pour  n  l'équation 

«9)  .... 


log«  =  log  log/> 


\o«n 


(  '  )  1*.  et  V.  Dienes,  op.  cit.,  p.  420. 

(-)  lv  LlNDELÛF,  Le  calcul  des  résidus,  p.    121;  Paris,  Gauthier-Villars,  igo5. 


ou  bien 
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i 

,iogn 


ce  qui  nous  donne 


a  —  log/?  e"  °   , 

fonction  continue  de  a  dont  les  propriétés  fondamentales  sont, 
pour  a  suffisamment  grand,  que 

lim/(a)  =  ao        ei        /'(«)>o. 


Remarque  préliminaire.  —  La  eondilion 
entraîne  cependant 


lim  g{n)  =  a 

71=  00 


SI 


et  si 


ri  =:  oo 

I  i  m  f  (  a  )  =  x 

/(  =  oo 

/'(«)>o, 


pour  a  suffisamment  grand. 

Introduisons  la  notation  suivante.  Soient,  /.'  étant  >  i 


Â"1 


(io) 


-^        a"' 
/«  =  •> 

l,n 

C(a)  =   >    T. t- 


n 


B 


(a)  =       > 


m  =  kn  +  t 


/«]' 


et 


i"1 


^7  «'" 

Ar(a)=   7   m'y-, ; — » 

f«=2 


An 


(il) 


G/.(«)  =  y  m'" 


a'« 


^         |log//<J 

n 

00 

Br(a)=      2 


,7' 


m' 


m  =:  An  -+- 1 


|log/»J' 
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On  a 

(12)  A(«)  +fjjrC(a)  +  (k)',B(fl)<  L,.(a) 

<fc)fA(a)  +  (k)'-C(a)+  Br(a  I, 
c'est-à-dire 

( ,  3  )  A(a)      +  U/     <:(«)        <•/■/»)'•  B(a) 

e''"L(a)  era     L(a)  t"«     \a  a  ) 

Lr(g)  U)    A(a)         (/,»/•  Ç(g)  !;,.(„) 

e»'aL(a)<       e™L(d)  er«     L(aj  "    eraL(a)f 

où  /i  =f(a). 

Nous  démontrerons  tout  d'abord  que 

, .  ..ni 

<i.{)  lim  • 


1  ,> 


d'où,  grâce  à  la  remarque  préliminaire, 

(O)  hm  i^ ^-  = 

ri  z^  ao  C-  l* 

On  peut  écrire  en  effet 

cl  d'après  l'Hospital 

— —  —.^e»/ L 

1  — e'°e"         ..  VJos/i 


lim—  lim  ; x     ",    '     =  lim  — e""»'"=— 1. 

«  =  « 


1 


logn 


(  — 1 
\logn/ 


c.  o.  f.  n. 


o.  Nous  allons  voir  que  dans  (i3)  les  premiers  et  les  derniers 
termes  tendent  vers  o  pour  a  =  x.  C'est-à-dire  démontrons  que 

.  ..       \\a) 

(  i())  lim =  o 

u-oc  M  a) 

et  que 

..       Br(a) 
(17)  hm  =  o, 
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dont  un  ras  particulier  (/*=  o)  est  L'égalité 

.•      B(a) 

1181  hin  -rj —  =  o. 

Soit  v.(a)  le  terme  maximum  de  la  série  Lu/).  Pour  établir  (16) 
il  suffit  évidemment  de  démontrer  que 

,.       AU) 
|  il.  )  hm =  o, 

«  =  00  ;ji<  "  1 

s. 

car,  les  coefficients  de  L|  a  I  étant  positifs,  ai  a)  <  Li  a  I. 

Pour  établir  1  16')  nous  allons  montrer  que 

li  m  — ■ — — i-  =  Il  m  D(«  )  =  o, 

lx\\oSnelosn) 

d'où  Ton  pourra  conclure,  d'après  la  remarque  préliminaire,  que 

limD  [/(«)]  =Iim  ^4^  =  «>• 

Examinons  donc  D(/i).  11  est  plus  petit  que  le  dernier  terme 
multiplié  par  le  nombre  des  termes,  étant  donné  que  le  dernier 
terme  est  le  plus  grand  ;  c'est-à-dire 

n   rioffftl^e*1^    '  1 

D(»)   ;  j  L^-L 


K] 


f,  glOg  // 


car  le  terme  maximum  de  L(  a)  est 


a»  [log/i]»e,ogn 


,1<>K" 


[logn]"  [log«]« 

<  )u  a  donc 


/(  il  n 


-  loglogrt +-r- IdU' lu;  -r  —  -. (-  lof,'  — 

Le  troisième  ternie  de  l'exposant  peut  se  mettre  sous  la  forme 
—  Jlog(log/i  —  log*)=  —  j  noglog/n-log^i— ^|^J  |. 
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qui  détruit  donc  le  premier  terme  de  l'exposant.  D'autre  part, 


i  •      i  i       /         I  o  fi  k  \  , 

lu»  log/l  log     i  —  -r-    -  )  =—  log*, 
«  =  «  \         log  n 


de  sorte  que 

log/  \  _     —  log/;        t(n) 


\osl  i  - 
OÙ 

lim  s(n)  =  o. 

«  =   00 

(  )n  peut  doue  écrire 

»    ri     iog*  _!_.,,  „  I 
D(«)<  <•''*"  L'  +     *  "J, 

<i  l'on  voit  facilement  que.  pour  k  >  i , 

i        log/.- 
(19)  -+-A—KO, 

ce  qui  montre  que  le  coefficient  de  . est  négatif,  pour  n  assez 

1  l  l°g" 

grand,  d'où  le  résultai 

lim  D( n)  =  o. 


Pour  démontrer  l'inégalité  i  19)  il  suffit  de  vérifier  l'inégalité 
o(/c)  =  i-f-log £  — />  <o        (£>i), 

ce  qui  est  évident  si  l'on  remarque  que 

<?'(*)  =  J. .  —  '<<>; 

donc  ci  /,  )  décroit  constamment  pour  les  valeurs  considérées  de  le 
et  que  ©|  1  )  =  o. 

(>.  Nous  allons  démontrer  (  1-  |  d'une  manière  analogue. 
Tout  d'abord 

lllll     : ; =0; 

lue    hn  < 
n=x  

[log(Â-/i)]     '" 

on  peut  donc  prendre  n  assez  grand  pour  que 

(kny 


|  log(£w)Jl°si*"> 


<i, 


I  ï\ 


r.iiAi'irnE  iv 


d'où  l'on  obtient  L'inégalité 


<>o)      Br(a)< 


<i 


l.n 


il 


/.il  +  1 


[  lug(A/l)|/'"-|°S>'7""  [log  (/.7/  -;-l)J/'"  +  l-loBlA«  +  «) 

Établissons  encore  que,  pour  //  assez  grand,  le  maximum  de 


«7 


:  5 


i  loga?)-*—  '°sj 

\ 

en  fonction  de  «  ou  de  n,  est  atteint  pour  ./.•  <<  /,//.  [où  n=/\  a)  |. 
L'argument  .r,  qui   donne  à  l'expression  une  valeur  maximum, 
satisfait  à  L'équation 

loga  =  log  \oiix  -H  -. f  i  —  loir  loga?  I  =  h(x  I. 

loCT.T  '.T  OOJ  \      / 

On  voit  facilement  que 


A'(.r)>o, 


pour  x  >  e  ;  donc,  si  nous  démontrons  que  h{An)  >>  loger,  il  est 
établi  que  l'argument  .r,  qui  rend  maximum  notre  expression,  e>t 
moindre  que  kn. 

Démontrons  par  suite  que 


h(kn)  >  loga  =  log  log/* 


log/*  ' 


c'est-à-dire  que 
loglog(À-n)  +- 

ou  bien  que 
los/r 


log(A/i)        kn 


\  i  -+-  log  log(/c/i  )]  >  log  log/t 


log  n 


log  M 


log« 


I  -+- 


— 1-- 
log  A:  ///. 

log/ij 


[i       loglog(/l/i)]>o. 


Mais  nous  avons  vu  que 


lim  logn  log  |  i 


log/.- 
log/* 


l-g/,, 


et  l'on  vérifie  aisément  que 


lim  log/*  I   i : r-      =  logÀ. 

«  =  «     &  log  A- 

L         iog«. 


ce  qui  démontre  notre  inégalité. 
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On  voit  par  ces  calculs  que  dans  le  second  membre  de  (>.o)  c'est 
le  premier  terme  qui  est  le  plus  grand.  Prenons  donc,  au  lieu  des 
premiers  termes  de  ce  second  membre  jusqu'à  l'indice  <?""-"  ;,  le 
premier  terme  multiplié  par  e'"-'"  .  supérieur  à  leur  nombre. 

La   somme    des    termes    d'indice    plus   grand    ou    égal   à  c1"-" 
tend  déjà  vers  zéro  pour  </  —  yz.  En  effet,  soit  s  =  -  par  exemple  : 


înegalih' 


a  a 


[logv]1 


■"■  |  logv  I1   '• 


rst  vérifiée  dès  que  v>e4.  D'autre  part, 

lv+H,>ri-lo'(v+mn 

[log(v-i-m)]  L         v+m    J>[|0gV](v+»«){i-e). 

D'où    il    résulte   qu'en    désignant    par   a  les    termes   du    second 
membre  de  (ao), 


;v+w<L(iosVeJ  Lcios^'-J 


m 

> 


de  sorte  que  m  ne  se  trouve  plus  qu'à  l'exposant. 
Remplaçons  v  par  <> ll,~"\  ()n  a 

a  ,.       lo<inel"sn  (lo",n)u 

lim  —, : — r  =  lim  — ^ — r= — —  =  <>. 

«=«  (lognj2ll-£)       „  =  x       logn  log/i 

Donc 

Se(l0gn  *  =  Cv  —  Cv+1  -r-  .  .  .  -f-  Cv+-«<  "+-  •  ■  • 


L(logiO«»-«>J  ['       (log/O*1-6' +'"J 

r 2 t 

L(logw)2{1-£)J 


< 


(logn)*"-6' 
ce  qui  démontre  enfin  que 

lim  Sedoen)'  =  o. 

Il  =  oo 

7.  Remplaçons  donc  l'inégalité  (20)  par 

»H«  j    <•  C  |  ,og(/i./4  ;|*.n_l0|,*n,    -*"  °e 
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et  remarquons  que,  pour  établir  L'égalité 

,.       Br(a)        ,.       B-llos/ie1**») 

llll)     -j =     lllll     ' j — 

L\xlog»e,OB"y 
il  suffit  de  montrer  que 

a1*" 
lim  edosm' 


Il  =  oo 


[log(A7i)"j*»-'o«  tBieIO!" 
si  l'on  j  considère  «  comme  fonction  de  n  : 


i 
a  =  \o«n  e'"K", 


ou,  ce  qui  revient  au  même,  que 


(  log  n  )"■  -+-  k n  log  Iob  «  4- {kn  —  log  (  kn  1 1  log  log   kn  \ 

lime  loen  ""•'"=  o. 


Le  troisième  terme  de  l'exposant  s'écrit  encore 

/         loo-A-\ 
—  kn  log  logrc  —  kn  log  (  1  -+-  .  )  -t-  log(kn)  log  log  (/en  1. 

dont  le  premier  terme  détruit  le  deuxième  terme  de  l'exposant. 
Nous  savons,  d'autre  part,  que 

•         1      /        I  °  S  k  \ 

u  m  lo"/i  logl  1  -i-  -, =  loir  A" . 


Donc  l'ordre  de  «rrandeur  de  l'exposant  esl  ; cl  1  exposant 

0  l  log/t  1 

total  se  met  sous  la  forme 

[k  —  Â-  log/.-  -i+e(n)], 


où(-) 

/.■  —  k  log/.-  —  1  <  o, 

d'où  l'on  conclut  que  (17)  et  (18)  sont  vrais. 

Enfin  les  égalités  (16)  et  (18  )  nous  montrent  que 

,.      C(a)              L(a)  —  A(a)  —  B(a) 
Ion  — —  =  lim  - — — i- : — -  =  1. 

«  =  »  L(a)       „- x  Ma) 


(')  P.  Dienes,  loc.  cit.,  p.   |0i 
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Reprenons  maintenant,  après  ces  calculs  préliminaires,  nos  iné- 
galités fondamentales  (i3).  Les  résultats  acquis,  joints  à  (i5), 
donnent  immédiatement 

..     .   f      Lr(a)  i 

liiiiinl.   — _ — — , 

„  =  «      <"■«  Lia)  ~  e'A' 

L,.(a)        /,'■ 

liin  siin.  = S  — • 

„  =  J     C«L(a)      <■>■ 

Mais  les  deux  inégalités  dernières  sont  valables  pour  /.  quel- 
conque supérieur  à  l'unité  ;  donc 

L,.(a)  i 


lim  - 
,,  =  xe'«L{a)        >■'■ 


ce  qu'il  fallait  établir 


l'ÉTUDE    DES    POINTS    CRITIQUES    ALGÉBRICO-LOGAIUTHMIQUES 


AUX    SOMMETS    DE    1/  ÉTOILE. 


8.  Soil  ./„  'm  sommet  de  l'étoile  el  supposons  qu'au  voisinage 
de  x0 

\  #o  / 

où  Tordre  def,[.x)  en  x0  est  inférieure  à  /■.  Par  exemple,  si  ,r„  est 
un  pôle  ou  m\  point  critique  algébrique  de  la  fonction. 
D'après  la  dernière  hypothèse 

fx(x)  =Mx)  +/•(*)  =  2è„a?«  +  2  c„.r«, 

où  f>i(x)  est  régulière  à  l'intérieur  du   cercle  de  rayon  |x(l],  son 
ordre  sur  le  cercle  entier  étant  moindre  que  r  et  /'0(.r  )  est  holo- 
morphe  sur  la  droite  (  o,  x{))  extrémités  comprises. 
On  a  donc 

Suibn.Xç) 
MM)    ; =  O. 

//    -  ao  '2. 


Écrivons  le  théorème  de  M.  Mittag-Leffler  pour  la  fonction 

B,. 

(-0 


/«(*)  =/(*)  -  ,      R'„w.  -/*<  ■'•  ■ 
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On  obtient 
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Il  m 


71  =0 

^  a" 


=  /a(a?o)î 


JI=0 


[log(n-t-p;|« 


par  suite,  ces  moyennes,  divisées  parc'",  tendent  vers  zéro. 
D'autre  part, 


>  su(bn,.r0) 


a' 


lim 

il  =  ao 


rc  =  0 


log(«   h  (3)]" 


2|*-(6-*§)'n3ïiï^ 


[log(n-Hp)]- 


2»' 


a' 


.  lim 


n  =0 


[lôg(n+  p)|« 


■V1  a' 

—       rioe(n- 


—  lim 


M^/^o)! 


«     a 


P)]« 


c'est-à-dire 


7  s,t(bn,  a?o  i 


<7' 


[log(  «  4-  P)]« 


Il  ni 

f(  —  oo 


e'«  L(«; 


et 


lim 


2  »» 


n  =  0 


■+1  i 


a' 


[log(m-P)]« 


R(r+1 
Il  m    


<7' 


/i=«,    n'         r (/•-)-  ri 


«' 


n  =  0 


|log(/H-p)]« 


c'est-à-dire 


2B-' 


+i) 


a' 


[log(n  -h  p)|" 


uni 


emL(a)  e'T(r  +  i) 

En  tenant  compte  des  égalités  obtenues,  on  arrive  à  L'équation 

oo 


a' 


[log(«H-p)]« 


lim 

Il  ■=.  00 


B,. 


t""'  L(a) 
Mais,  pour  [i  quelconque, 


«T(r  +  i) 


L(a) 

1 1  m    - ; =  I  . 

n  =  oo  Lp(a) 
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à  cause  de  la  limile 


lim 


I  )onc  enfin 


log/i 


2*»(*°) 


[log(n  -+-  >||" 


lim 


B, 


ou  encore 


lim 


earL$\  a  ) 

.M  («,./•„) 


<■'  l'i  /-  —  M 


15, 


<■•■  !"(/•  — il 


/  //  point  critique  algébrique  d'ordre  r  apparaît  dans  les 
moyennes  du  type  L«(a)  comme  un  infini d' ordre  /<•>  i  selon  la 
notation  introduite  par  M.  Borel),  c'est-à-dire  comme  la  r"'""' 
puissance  de  e" . 

Si  l'on  remarque  que  ce  sonl  les  fonctions  entières  Mi  a,  #)qui, 
pour  «  =  oo,  représentent  la  fonction  envisagée,  on  peut  inter- 
préter le  dernier  résultai  de  la  manière  suivante  : 


La  suite  numérique 


lim  M  (  a,  CCq), 


formée  en  un  point  critique  algébrique  à  un  sommet  de  V étoile, 
est  en  relation  simple  avec  la  singularité  envisagée,  en  décrie 
le  degré  d'infinitude,  le  coefficient  principal  et  en  détermine 
ainsi  la  partie  dominante. 

Remarquons  enfin  que,  malgré  les  caleuls  un  peu  longs  qui 
nous  ont  amené  au  résultai  final,  la  simplicité  de  la  formule  défi- 
niiive  esi  tout  à  (ail  remarquable,  grâce  au  choix  convenable  de  la 
fond  ion  sommatrice. 

9.  Étendons  encore  le  résultai  dernièrement  obtenu  aux  points 
critiques    à    la    lois    algébrique   el    logarithmique    où    la    fonction 

s'écril 

i 


P 


v>.  >.) 


I  I  X  ) 


loe 


i  — 


'•„ 


./•    v 


x, 


■/il  •'    ■ 
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l'ordre  de  ft(&)  au   poinl  x0  élanl   inférieur  à  p.  Calculons  à  cet 

ellel  1rs  moyennes  TV  1 1  <i.  i  i  relatives  à  la  loin- lion 


K^r 


Comme  les  sw  de  celle  fonction  sont  comparables  à 

i 


r(p-+-i) 

la  croissance  des  sommes  considérées  est  égale  à  celle  de 


00 

(  lit'^n  \'InÇ  r-, ; ô — r- 

[log(n  -+-  3)]« 


n       1 


r(p  -i,V 


«' 


-[log(rt-f-B)]" 

H  =11 

Mais  le  théorème  deCesàro,  déjà  cité,  permet  de  prendre  [ï  =  o, 
car 

rJog(/i-4- 8)1" 

»  -oc   L  '*»gW  J 

Cherchons  donc  l'ordre  de  croissance  de  la  fond  ion 

\<*                             a"                                                  VT"  /             \„              "" 
►   (  log/J  )'/  /tp  — ; — al  >   I  «  -4-  7  »?  n - -T- 

—                               (log«)"                 p                                       ^-J                          |lug<  M  -+-</)]« 
n  =  z  '   '/     I  '  "  '  "  =  » 


«/ 


^  rt"  '^,  «" 


^^(logni"  ^(log«)"  j&y(logn)« 

n  _  ■>  ni  n  =  2 

D'après  la  remarque  précédente  on  peut  prendre  n?  et  (logn)'1 
au  lieu  de  (/i  H-  7 )P  el  [  tog(/i  -4-  7)  |"  sans  changer  la  croissance  de 
Ja  fonction,  de  sorte  qu'il  siiflit  d'examiner  le  rapport 


>    «p 


<  log/i  1  ■' 

;;  =  î 


1 


a' 


1  \<>£>t  1" 

H  =  2 


ce  que  nous  avons  achevé  précédemment.  On  peut  donc  conclure. 
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race  à  la  relation  (8  ),  que 

M  (a,  i)  i 


(23) 


a'i  tï"  e'T(p-+-i; 


On  démontre  maintenant,  comme  auparavant,  que  la  croissance 
des  moyennes  AI,  <  «,  x0),  formées  pour  la  fonction/,  i  ./•),  est  infé- 
rieure à  celle  de  M  i  a,  ./•„>,  c'est-à-dire  que 


M, (a,  a?0) 
■  i m   =  o, 

a  =  »        a'/  €?"■ 


et  l'on  obtient  ainsi,  sans  aucune  difficulté,  la  relation  générale 

,.      M(a,  a?0)  A, 

(  2j  )  Il  m    — - — =   


a'/ e?u  t'pr(p-+-i) 

£//i  point  critique  algébrico-logarithmique  de  degré  (q:  a  |, 
ou  avec  la  notation  de  M.  Borel,  d'ordre  q h?,  se  trahit  dans 

2  tu  k 

les  moyennes  M(«,  x0)  comme  un   infini  d'ordre  m  fois  plus 


"rand  : 


9-  +  P 


Nous  voyons  que  la  fonction  sommatricc  choisie  permet  de 
trouver  des  relations  dont  la  simplicité  s'approche  de  celles  obte- 
nues par  l'emploi  de  la  fonction  exponentielle  elle-même.  L'écart, 
cependant,  entre  l'ordre  de  croissance  de  la  fonction  et  celui  des 
moyennes,  qui  n'empêche  nullement  une  correspondance  précise, 
est  considérable.  On  pourrait  donc  se  proposer  de  trouver  une  autre 
fonction  sommatrice  qui  donnerait  des  relations  plus  satisfaisantes 
à  cet  égard. 


CHAPITRE  V. 

LE  PROBLÈME  GÉNÉRAL  l»RS  SINGULARITÉS. 


I .  I  )ans  les  Chapitres  précédents  nous  mous  développé  quelques 
méthodes  pour  étudier  le  voisinage  d'un  point  singulier.  Ces 
méthodes,  quoique  assez  efficaces  pour  explorer  la  singularité  en  un 
point  du  cercle  de  convergence  ou  en  un  sommet  de  l'étoile,  ont 
toutes  un  inconvénient  bien  grave.  C  est  que  les  points  singu- 
liers qui  peuvent  être  atteints  par  elles  sont  déterminés  par  leurs 
mécanismes  même  d'une  manière  absolument  rigoureuse.  Si  donc 
c  est  le  point  singulier  qui  est  donné  à  l'avance,  nous  ne  pouvons 
nous  servir  mi'aceidenteHement  des  résultats  obtenus  jusqu'ici. 
Et,  du  moins  au  point  de  vue  des  singularités,  le  problème  général 
qui  se  pose  dans  leur  élude  est  justement  de  pouvoir  décider  si  la 
fonction  est  holomorphe  ou  non  le  long  d'un  chemin  don/tr  à 
l'avance,  et,  dans  le  premier  cas,  de  pouvoir  étudier  la  nature  de 
la  singularité  autour  du  point  où  aboutit  ce  chemin. 

Dans  ce  dernier  Chapitre,  nous  allons  exposer  des  développe- 
ments en  séries  de  polynômes  dont  l'avantage  principal  est  qu  ils 
contiennent  un  paramètre  et  une  courbe  arbitraire  nommée  courbe 
génératrice,  de  façon  qu'en  variant  ces  deux  données  on  déforme 
presque  à  volonté  le  domaine  de  convergence  du  développement. 
Nous  aurons  ainsi  un  moyen  1res  souple  qui  nous  permettra  de 
résoudre  presque  complètement  le  problème  général  des  singula- 
rités énoncé  il  y  a  un  instant. 

Un  autre  manque  de  perfection  des  méthodes  précédentes  est 
(pie  la  correspondance  entre  formule  et  fonction,  c'est-à-dire  entre 
les  propriétés  limites  de  la  formule  où  l'on  a  remplacé  x  par  l'affixe 
d'un  point  singulier  et  l'allure  (le  la  fonction  au  voisinage  de  ce 
p  uni  singulier  devient  de  plus  en  plus  compliquée  et  de  moins  en 
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!  ;; 


n»'>i us  précise  au  fur  el  ;'i  mesure  que  s'élargit  le  champ  de  repré- 
sentation. Les  développements  de  ce  Chapitre  n'auront  plus  celte 

imperfection. 


une  (lasse   de  représentations  \  ai.  miles 
dans  l'étoile  curviligne. 

2.  Prenons  une  fonction  analytique  quelconque  f(x)  définie  par 
l,i  série  de  Tavlor 


d> 


/'.r)=V  «„.,■«, 


••I  considérons  une  courbe  fermée  C  contenant  Je  segment  (o,  i)  ;'i 
son  intérieur.  11   y  a  une   transformation  conforme  v  =  c 
fait  correspondre   l'aire  de  contour  C  au  cercle  de  rayon  /• 


-  // 1  i|ui 
>  i.  de 


Fig.  8. 


t  el  le  façon  queles  points  // =  o  et  u  =  i  correspondent  aux  mêmes 

points  c  =  o  et  c  =  i . 

On  a  ainsi,  pour  |  u\  assez  petit,  |  ©|  u  1 1  <<  y,,  dr  sorte  qu'on  peut 
faire  la  substitution 


0 


/[<?(«)]  =  ^an[^(u)]". 


n  =  0 


Mais  ©(m  i,  comme  toute  transformation  conforme  d<-  la  nature 
indiquée,  est  holomorphe  au  voisinage  de  I  origine.  Posons 


(  6  I 


?,  U)  =  ^C„U". 


n  =  \ 


de  façon  qu'on  peut  dévelop|>er  la  fonction  de  //  représentée  par  la 
formule  (2  1  dans  une  série  de  Tavlor 


(4) 


f[o(u)\  =2Q(«»)""i 


*  =  0 
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où  Q(«„)  est  une  combinaison  linéaire  et  homogène  de  «,,a2 

affl,   avec  des  coefficients  numériques  déterminés  e,,  c2,  c«. 

Si  f{x)  est  holomorphe  à  l'intérieur  de  C,y[cp(&)]  est  bolo- 
morphe  à  l'intérieur  el  sur  la  circonférence  du  cercle  de  rayon  i. 
Par  conséquent,  le  rayon  de  convergence  de  la  série  deTaylor  (  j  ) 
dépasse  l'unité.  Kn  posant  u  =  i ,  on  obtient  la  formule 

» 
'  <»  /(i)  =  Vq„(„,(), 

n  =  0 

valable  pour  une  fonction  quelconque  f{oc)  liolomorphe  dans  C. 
appliquons-la  à  la  fonction 

F  (se)  =  V  an  ar'0l  x"  ; 

n  =  0 

c'est  permis  si  y  (  ./•  i  est  holomorphe  à  l'intérieur  et  sur  la  frontière 
du  domaine  C'"  dont  on  obtient  le  contour  en  faisant  varier  6  de  o 
à  .4 7r  dans  l'expression  x0<p(e  ).  On  a  donc,  dans  ces  conditions, 

oc 

(G)  F(i)=/<>0)  =2Q»(««**)i 

où,  j)ar  Q„(ârna?p),  nous  voulons  indiquer  le  résultat  de  la  substi- 
tution à  la  place  de  «/. 

Examinons  de  plus  près  le  domaine  A  de  x  où  ce  développement 
est  possible.  Dans  ce  domaine,  en  effet,  la  formule  (6)  représente 
la  fonction _/(.r)  par  une  série  de  polynômes  faciles  à  construire. 

Il  est  évident  que  les  points  frontières  de  A  sont  des  points  c 
tels  que  f(x)  soit  holomorphe  dans  C=,  tout  en  présentant  néces- 
sairement un  point  singulier  sur  le  contour  de  cet  aire.  Désignons 
par  Z  l'un  quelconque  des  points  singuliers  ainsi  mis  en  évidence. 
On  voit,  de  ce  qui  précède,  que  pour  chaque  point  frontière  ;  il 
existe  un  ^  tel  qu'on  ait  Ç  =  zx  pour  une  valeur  de  x  sur  le  con- 
tour de  C.  Le  point  Ç  étant  fixé,  regardons  la  courbe  Q\  décrite  par 

y 

5  =  —  quand  x   parcourt  la   frontière  de  C.   On  obtient  donc  C, 

(égal  à  CJ  )  en  effectuant  sur  le  symétrique  de  C  par  rapport  à  Taxe 
réel   une   inversion  de   puissance  i  avant    le   pôle  à   l'origine.    Le 
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contour  de  A  esi  formé  exclusivement  d'arcs  <l<-  courbes  C?,  par 
conséquent  d'arcs  semblables  à  C(  ou  à  «1^'s  fragments  de  C|. 


Fig-   0. 


Ce  qui  est  essentiel  pour  la  suite,  cVsl  que  le  domaine  A  change 
avec  C  et  de  telle  façun  qu'il  tend  vers  l'étoile  principale  E  si  l'on 
choisit  des  domaines  C*  contenant  tous  le  segment  (o,  i)  à  leur 
intérieur  et  se  réduisant  précisément  à  ce  segment  pour  at=o. 
Cela  résulte  du  fait  que,  étant  donné  un  point  quelconque x à  1  in- 
térieur de  l'étoile,  on  peut  prendre  x  assez  petit  pour  que  la  (onc- 
tion soit  holomorplie  dans  l'aire  .rCa  de  même  que  sur  son  contour, 
et  répéter  ainsi  le  raisonnement  qui  nous  a  conduit  à  l'égalité  (6  >. 
On  arrive  ainsi  à  la  formule  remarquable 


(7) 


f(x)  =  Vn „,„„ x".  a), 


valable  dans  un  domaine  A  *  dont  la  limite  pour  a  =  o  estl'étoile  E. 
Plus  précisément,  en  désignant  par  sp(«,a)  les  transformations 
conformes  qui  elléctuenl  la  correspondance  entre  O  et  le  cercle 
de  rayon  /•  >>  i ,  on  peut  écrire 


(8) 


f\xai  u.  ot)l  =  Vq„i  aax",a  ni". 


valable     pour    |  u  \   _  i     si   ./•    esl    un    point    à    l'intérieur    du    do- 
maine  A  *  . 
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3.  On  peut  généraliser  considérablement  le  résultai  acquis  jus- 
qu'ici. Remplaçons,  en  effet,  dans  le  raisonnement  précédent,  le 
segment  (0,1)  par  une  courbe  quelconque  /  sans  points  multiples 
joignant  les  deux  points  0  ri  1  et  entourons  eette  courbe  par  une 
suite  de  contours  y7  qui,  à  la  limite  a  =  o,  coïncident  avec/. 
Nous  aurons  toujours  des  transformations  conformes  qui  font  cor- 
respondre "  y-    au  cercle  de  rayon  /•  >  1.   et  cela  de  façon  qu'on 

ail 

cp(o,  a)  =  o,         çp(i,  a)  =  i, 

si  l'on  désigne  ces  transformations  <lc  nouveau  par  v  =  o(u,  a). 
La  courbe  /  se  trouve  à  l'intérieur  de  chacun  de  ces  contours. 

Pour  interpréter  le  résultat  qu'on  obtient  sans  aucun  calcul  en 
refaisant  le  raisonnement  précédent,  définissons  l'étoile  curviligne 
\V  d'espèce  /.  U  suffit  de  définir  évidemment  les  points  intérieurs 
de  l'étoile.  Pour  cela,  x  étant  un  point  du  plan  complexe,  consi- 
dérons la  courbe  lx  qu'on  obtient  en  prenant  l'homothétique  de  / 
par  rapport  à  l'origine  avec  le  rapport  d'homothétie  \x\  et  en  l'ai— 
>.iul  tourner  cette  transformée  autour  de  l'origine  de  l'angle  G. 
argument  de  x.  \.e  pointa?  est  considéré  comme  intérieur  à  l'étoile 
curviligne  E' d'espèce  /  attachée  à  la  fonction  /(x)  si  /ï.n  est 
liolouiorplie  le  Ion»  de  /'extrémité  comprise. 

On  arrive  ainsi  aux  deux  formules  déjà  assez  générales 

oc 

(9)  /(*)=2G„(a«a;»>«) 
et 

(10)  /[a?o(tt,  «)]  =  yG,i(ffl))g,'l  a.)u"        (|w|£i), 

valables  à  I  intérieur  d'un  domaine  l>(xl  dont  la  limite  pour  a  =  o 
est  I  étoile  curviligne E*. 

Il  est  facile  de  donner  aux  polynômes  G„(a„  x",  a)  la  forme  plus 
ex  pli  ci  te 

1    1 

I.  Démontrons  que  les  séries  (7)  et  (9)  convergent  absolument 
et  uniformément  dans  chaque  aire  finie  g  du  plan  ./•  située  entiè- 
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rement  à  l'intérieur  de  ^respectivement  B^.  D'abord  chaque 
série  de  Taylor  converge  absolument  sur  une  courbe  quelconque  ii 
l'intérieur  du  cercle  de  convergence;  donc,  comme  le  rayon  <l<- 
convergence  de  l;i  série  de  Taylor  (10)  dépasse  l'unité,  la  ^<'i  i«- 

K 

V    <;,,,  a„x",  -j.  i 

est  convergente  pour  un  x  quelconque  de  l'aire  %.  Notre  série  esl 
donc  absolument  convergente. 

Pour  montrer  que  sa  convergence  esl  uniforme,  remarquons 
qu'étant  donnée  une  série  de  Taylor  quelconque 

x 

/(»)  =2  **«*"' 

dont  le  ravon  de  convergence  /•  dépasse  l'unité,  le  module  maxi- 
iiiiiin  du  reste  s'exprime  en  fonction  ilu  module  maximum  def(x) 
par  la  formule  classique  ('  ) 

M 

où  i  <  p  <  /•  et 

|/(.r.|£M. 

dans  le  cercle  de  rayon  o. 

A.  vant  d'appliquer  cette  remarquée  la  série  (10),  Ajoutons  que, 
le  domaine  g  étant  donné,  le  développement  (10)  est  convergent 
dans  un  cercle  de  rayon  /•>  i  indépendamment  de  x.  En  ellei. 
considérons  l'ensemble  des  contours  v£ définis  par  le>  équations 

e  =  a?o(e'û,  a)         (o  =  0  =  •>.-), 

•  tù  Ton  doit  considérer  ./•  comme  un  point  fixé  de  g  et  où  0  par- 
court tout  l'intervalle  (o,  ■>.-  >,  et  soil  D  l'ensemble  des  points  qui 
appartiennent  au  moins  à  une  des  aires  limités  par  les  v^.  Par  hypo 
thèse  f(x)  est  holomorphe  à  l'intérieur  et  sur  la  frontière  même 
de  D.  Substituons  maintenant  aux  contours  v«  les  contours  S„  définis 
par  les  équations 

V  =  r  o  i  /v>'rj,  a), 
(')  Koir  Jordan,  Cours  <i  Inalyse,   >.*  édition,  p.    •■  . 


1)8  CHAPITRE    V. 

où  /■  est  un  peu  plus  grand  que  i.  L'ensemble  \)r  correspondant 
à  D  contiendra  le  dernier  à  sou  intérieur  ci,  pour  /•  =  i ,  il  va  coïn- 
cider avec  I).  De  plus.  L'aire  I),  varie  d'une  manière  continue 
avec  /•.  On  peut  donc  choisir  un  r  ;isscz  proche  de  l'unité  de  façon 
<|ue/( x)  soit  holomorphe  à  l'intérieur  et  sur  la  frontière  de  D,-.  Mais, 
dans  ces  conditions,  pour  un  r  quelconque  de  l'aire  g",  f\xo{  't,y-)] 
est  une  fonction  holomorphe  de  la  variable  //,  du  moins  dans  le 
cercle  de  rayon  /•  et  sur  sa  circonférence. 

D'autre  part,  toutes  les  fonctions  de  u  qu'on  obtient  en  faisant 
varier  x  dans  g  se  composent   des  valeurs  de   f(x)   prises  de  \)r. 
Toutes  ces  valeurs  ont  donc  un  module  maximum  commun  M.  Il 
en  résulte  que 

|G,l+i(art+1a;''+«,a)  +  G„+a(«„+2a7«^)  «)+...  |<  — , 

p"(p  — i) 

K  ?  <  /•• 

indépendamment  de  x.  La  convergence  est  donc  uniforme. 

5.  Le  développement  (g)  permet  de  construire  une  série  de 
polynômes  indépendante  de  a  qui  représente  f{x)  dans  l'étoile 
entière  E'.  En  effet,  soient  a/,  :,  et  r, —  1   trois  suites  de  nombres 

positifs  décroissants  ayant  pour  limites  o  telles  que  \  s,  soit  con- 

1=0 
\eryente  ;  déterminons  de  plus  «£-  de  façon  qu'on  ait 

1 

Cela  posé,  prenons  les  /?*-+-  i  premiers  termes  du  développe- 
ment 

00 

1 1  ■>■)  «0 -+-  N  G/i (  an  x",  %k ), 

dont  nous  désignerons  la  somme  par  Ha(#),  [H0=o],  et  formons 
la  série  de  polynômes 

(i3)  a0+  V[  [\k(x )  —  HA...i(x )]. 

/.     1 

La   somme,   Sa,   des  k  -+- 1    premiers   ternies  de  celle  série  esl 
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égale  à  a0  (-H*(«),  c'est-à-dire  à  la  somme  des  nh-\-  i  premiers 
termes  de  la  série  de  Tavlor 


a0  ■+■  \  G„(  a„  .r" ,  -//,  i  u  " , 


«  =  i 


au  point  u  =  1 .  Mais  nous  avons  vu  q u«-,  pour  a*  assez  petit,  c'est- 
à-dire  pour  A"  assez  grand,  cette  série  de  Tavlor  qui,  pour  u  =  i.  se 
réduit  à  la  série  de  polynômes  (  12  ).  représente  f(x)  quelle  que 
soit  la  valeur  de  .r  prise  d'une  aire  finie  g  à  l'intérieur  de  l'étoile  EX. 

Plus  précisément, 

I  /(*)  -  s*  !  <  — ~ <  M  cA, 

car,  pour  /•  assez  grand,  r^  est  suffisamment  prés  de  l'unité  pour 
que  les  valeurs  de  f(x)  dont  se  compose  la  fonction  de  //, 
/  [xz,(u}  a)],  se  trouvent  tous  dans  D,v  La  série  (i3)est  donc  uni- 
formément convergente  dans  toute  aire  g  à  l'intérieur  de  l'étoile  YJ 
et  représente  la  fonction  f(x  )  . 

Elle  est  même  absolument  convergente,  car  pour  />>  k 

|  II/+i(a?)  -  \\i(x)  \%\  H,+-,(a?)  -/(.r)  |  +  I  H,(a?)  -/(a?)  |  <  >  Al  £/,, 
el  le  reste  e*  -j-  e*+l -f- . . .    d'une    série    convergente    tend   vers  <> 

I  r 

avec  -j  '  La  série 

A" 

V|  H*(a;)  —  HA._,(ar)| 
/.  =  1 

est  donc  convergente. 

Cette  représentation  dune  fonction  analytique  quelconque  à 
1  intérieur  de  l'étoile  curviligne  définie  par  csi  m,  a)  el  par  la  fonc- 
tion elle-même,  est  due  à  M.  Painlevé  ('). 

Les  développements  (  9)  et  (i3  )  sont  des  séries  de  polynômes  et, 
d'après  la  formule  (1 1),  on  peut  les  écrire  >mis  la  forme 

se 

(14  )  f(x)  -  a0-f-  V(C/»a,j  -4-  CV  ",.'•"'    -...-+■<#  «„,.>"<  1. 

i=  1 


(')  Noie   sur  le  développement  des   fonctions  analytiques  dans  les  Leçons  de 
M.  Borel,  nw  /es  fonctions  de  variables  réelles. 
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An  cas  du  développemenl  i  9)  les  coefficients  c  dépendent  encore 
<lu  paramètre  «,  et  le  développemenl  n'qst  valable  qu'à  l'intérieur 
du  domaine  l>  *  ;  s'il  s'agil  du  développemenl  (i3),  les  coefficients 
c  ne  dépendent  <pie  de  leurs  indices  ei  la  série  représente  f(x) 
dans  l'étoile  entière  E'.  On  voil  que  la  construction  de  la  série  esl 
entièremenl  déterminée  par  les  coefficients  cH,  donc,  en  dernière 
analvsc,  par  la  suite  des  représentations  conformes  v  =  ©|  m,  a). 

On  sait  que  la  propriété  si  caractéristique  de  la  série  de  Taylor 
d'avoir  nécessairement  un  cercle  pour  son  domaine  de  conver- 
gence résulte  de  la  forme,  de  la  construction  même  de  celle  série: 
la  fonction  développée,  c'est-à-dire  les  valeurs  numériques  des 
coefficients,  ne  déterminent  que  la  grandeur  du  rayon  de  ce  cercle. 
De  même  la  forme  du  développemenl  1  1  \  >  exige  que  le  domaine 
de  convergence  soit  une  étoile  d'espèce /et  la  fonction,  c'est-à-dire 
les  coefficients  an,  ne  déterminent  que  l'étoile  particulière  de  cette 
espèce  qui  convient  à  la  fonction  développée. 

l'étdue  générale  des  singularités 

AUX    SOMMETS    d'uJNE    ÉTOILE    CURVILIGNE    d'eSPECE     /   (   '  ). 

C).  Ces  considérations  effectuées,  abordons  l'étude  des  singula- 
rités aux  sommets  d'une  étoile  curviligne  ou  rectiligne  E'.  Soit  ./•„ 
un  tel  sommet.  Nous  allons  généraliser  lout  d'abord  un  célèbre 
théorème  d'Abel  d'après  lequel  si  une  série  de  Taylor  converge  en 
un  point  de  son  cercle  de  convergence,  la  fonction  représentée  par 
la  série  lend  vers  une  valeur  bien  déterminée  quand  on  s'approche 
de  ce  point  à  l'intérieur  du  cercle  de  convergence  le  long  d'un  che- 
min quelconque  ne  touchant  pas  le  cercle. 

A  cet  ellèt  et  pour  simplifier  l'énoncé  de  nos  résultats,  intro- 
duisons les  expressions  :  voisinage  angulaire  et  circulaire  de  x0 
vers  l'°.  Traçons  en  x{)  un  angle  d'ouverture  inférieure  à  tt  et  symé- 
trique à  la  tangente  de  la  courbe  /'"  en  ce  point  et  ne  considérons 
que  la  partie  de  l'angle  la  plus  proche  de  .r0.  (le  domaine  angu- 
laire arbitrairement    petit,   frontière    comprise,   forme    le   voisi- 


(')  I'.  et  V.  Dienes,  op.  cit..  Chapitre  III,  et  1'.  Dienes,  Note  sur  les  séries  de 
polynômes  et  les  singularités  des  fonctions  analytiques,  i  Comptes  rendus, 
t.  CLII,  séance  du  1 .'!  février  1911.) 


LE    PROBLÈME    GÉNÉRAL    DICS   SINGULARITÉS.  ijl 

nage  angulaire  de  ./•„  vers  /'".  Si,  au  lieu  d'un  angle,  on  trace  un 
cercle  passant  par  a?0  et  ayant  pour  diamètre  arbitrairement  petit 
un  segment  de  la  tangente  à  l;i  courbe  lx*  en  ./•„.  ce  cercle,  \  com 
pris  sa  circonférence,  forme  le  voisinage  circulaire  de  ./„  vers  /'  . 
D'autre  part,  soii  I  )  i  -/,  ar0 1  le  domaine  de  la  variable  à;  défini  par 
L'équation 

quand  //  parcourt  la  circonférence  de  rayon  i  et  supposons,  pour 
rendre  1rs  démonstrations  plus  intuitives,  que  pour  a'  -y  le 
domaine  l)<  x',  x0)  se  trouve  entièrement  à  l'intérieur  de  l)i  a.  ./  „  < 
excepté  le  seul  point  x0  qui  est  commun  aux  deux  contours. 

I)e  plus,  dans  la  plupart  «les  représentations  ou  des  classes  de 
représentations  proposées,  la  fonction  cs(w,a)  est  holomorphe  au 
point  u  =  i .  Supposons-le  pour  le  moment  afin  d'examiner  ensuite 
un  cas  intéressant  où  cette  condition  n'est  plus  remplie. 

Cela  posé,  démontrons  le  théorème  suivant  : 

■S/,  pour  y.  assez  petit,  l(t  série 


<  7» 

«    -1 


a0  —  2,  G "  I  " « ■'-'" •  *  1  =/<■'■  1  ■ 


converge  en  ./■„,  /«  Jonction  f{x)  est  continue,  et,  a?0  excepté. 
holomorphe  au  voisinage  angulaire  île  ./•„  yers  /'  .  c'est-à-dire 
qu'elle  tend  vers  une  valeur  bien  déterminée  si  Ton  s'approche 
dex0  en  ce  voisinage.  On  voit  que  c'est  la  généralisation  directe  du 
théorème  d'Abel  cite  plus  haut  et,  si  I  étoile  est  rectiligne,  <>n  u 
pour  V étoile  le  théorème  d\  [bel  sans  aucune  modification. 

Dans  le  eas  considéré,  la  série  de  Taylor 

".,  -+-  7  G„|  a,,x$,  y.  in". 

csi  convergente  pour  u  ~=  \  si  a  est  suffisamment  petit.  La  fonc- 
tion de  u  représentée  par  cette  série  est  donc  holomorphe  à  I  inté- 
rieur du  cercle  de  rayon  i  et,  d'après  le  théorème  d  \bel.  elle 
est  continue  dans  le  voisinage  angulaire  de  i  vers  le  rayon  <  o,  i  l. 
Mais  au  cercle  de  rayon  1,  dans  le  plan  des  //.  correspond  au 
plan   des   x   le   domaine    l)i  y.  ./•„>.   »•!    le   contour  <•  '/./„>  de  ce 
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domaine  a  une  tangente  unique  en  a?0j  car,  grâce  à  L'hypothèse 
que  ©(m,  a)  est  holomorphe  pour  «=  i,  ht  représentation  du  plan 
des  11  sur  celui  des  v  effectuée  par  la  formule  v  =  .r0cs<  //.  a)  est 
conforme  au  voisinage  du  point  i.  On  conclut  de  même  que,  dans 
le   plan  des  u,  l'angle  entre  le  segment  (o,  1)  et  la  tangente  au 

cercle  dans  le  point  1  étant  égal  à  ->  il  en  est  de  même  de  l'angle 
des  deux  directions  correspondantes  :  la  tangente  à  lr»  en  ./•„  et  la 
tangente  au  contour  Cia,  .r„)  au  même  point.  On  voit  par  cela 
qu'au  voisinage  angulaire  du  point  i  vers  le  rayon  (o,  i)  corres- 
pond le  voisinage  angulaire  de  xt)  vers  lx:  Par  conséquent,  il 
résulte  de  la  convergence  de  la  série  (-)  en  x0  que  f(x)  est  holo- 
morphe à  l'intérieur  du  domaine  D(a,  jc0)  et  qu'elle  est  con- 
tinue au  voisinage  angulaire  de  x0  vers  lx*.  Le  théorème  est 
démontré. 

Remarquons  que  la  simplicité  extrême  de  la  démonstration  vient 
du  fait  que  œ(M,  a)  est  supposé  holomorphe  en  i,  ce  qui,  grâce 
aux  propriétés  hien  connues  des  représentations  conformes, 
entraîne  immédiatement  la  correspondance  indiquée  des  deux 
voisinages. 

7.  Inversement  si,  pour  a.  assez  petit,  f(x)  est  holomorphe 
dans  D(a,  x{))  et  continue  sur  C(a,  a?0),  la  suite  des  moyennes 
arithmétiques  des 

H»(a?0,  a)  =  a9-i-\  Gv(ava?v,  a), 

V  =  1 

c'est-à-dire  la  suite 

a0-+-  H|(  àtx,  a) 


Ti>  =  «Oi  s, 


2 


a04-  Ht-t-...-H  H „ 

...,       vn{x0,  a)=   »      •••> 

/<   H-  l 

'/,  pour  n  =  se,  «/t^  limite  bien  déterminée  et  celte  limite  est 
égale  à  la  valeur  f(x{))  vers  laquelle  tend  f{x)  si  l'on  s'ap- 
proche de  âC0  à  l'intérieur  ou  su/-  la  frontière  de  D(a,  x(l). 

En  ellet,  d'après  nos  hypothèses,  f(x)  esl   holomorphe  dans 

l)(a,.r„);  a  fortiori,  dans  le  domaine  de  x  défini  par  l'équation 
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dans  laquelle  u  pareourl  une  circonférence  de  rayon  Inférieur  à  i. 

L'égalité  (8)  est  donc  valable  pour  x  =  ./•„  si  l'on  astreint  //  à 
prendre  des  valeurs  de  modules  intérieurs  à  i  : 

90 

/Qo  y  (te,  g)]  =  ^  G„(q»gg,  a)  a"        |  «  |  <i. 

Le  second  membre  est  doue  une  fonction  de  m  liolomorplie  dans 
le  cercle  de  ravon  i,  de  sorte  que  son  cercle  de  convergence  est 
l'unité. 

De  plus,  /(.r)  est  par  hypothèse  continue  sur  C(a,  x9)t  elle  est 
donc  continue  de  même  de  la  circonférence  de  rayon  i  qui  lui  cor- 
respond. Mais  les  coefficients  tayloriens  d'une  fonction  continue 
sur  la  circonférence  de  ravon  i  tendent  vers  o  si  l'indice  croît  Indé- 
finiment. On  le  voit,  par  exemple,  en  appliquant  aux  parties  réelles 
et  imaginaires  le  théorème  de  M.  Lebesgue  i  ')  selon  lequel 

lim     /        /(&)  cosnx  dx  =  <>.  lim     /        /(x)s'mnx  dx  =  o, 

n=  ce  Jq  ii  —x   .    j 

si /"(  oc)  estsommable  dans  l'intervalle  (  o,  >t:).  Nous  pouvons  donc 
nous  servir  du  théorème  fondamental  du  Chapitre  II  in"  I)  pour 
établir  que  la  limite 

<7„-H  IMtf ,  :r,  a)  —  .  .  .—  ll„l  <l„.r".  1  ) 

1 1  m    

„=<*  11  —  l 

existe  et  qu'elle  est  égale  à  /'<  ./„).  Le  théorème  réciproque  est  donc 
démontré. 

Si  la  fonction  o(«,  a)  satisfait  à  la  condition  restrictive  (A), 
c'est-à-dire  est  telle  que  les  contours  G(a,  i)  des  domaines  cor- 
respondants D(a,  i)  ont  tous  au  point  i  des  courbures  finies  ten- 
dant vers  o  avec  a,  l'hypothèse  que  /(x)  est  liolomorplie  dans  un 
petit  cercle  passant  par./,,  et  ayant  pour  diamètre  arbitrairement 
petit  un  segment  de  la  tangente  à  /•''»  en  x„  entraine  que  /  |  x  i  esl 
liolomorplie  dans  D(x..r„i.  x  étant  suffisamment  petit.  Ou  arrive 
ainsi  au  théorème  suivant  : 

Si  f(x)  est  continue  et.  x0  excepté,  holomorphe  nu  voisinage 

(')  Lebesgue,  Leçons  sur  les  séries  trigonométriques,  p.  6i;   l\iris.  Gauthicr- 
Villars,  kjo'j. 
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circulaire  de  x0  vers  /•''  .  "//  a.  pour  y.  assez  petit, 

a0   -  11,-f-.   .-r-  li„(  <in  ./■;;.  y.  » 
nui  =  /i ./,,  i. 

X.  Si  la  fonction  n'a  pas  de  limite  pour  ./•  =  ./',,  au  voisinage 
angulaire  de  x0  vers  /•''<■,  il  est  très  importanl  de  décider  si  elle 
reste  bornée  ou  non.  \  cet  égard,  nous  allons  démontrer  !<• 
j  héorème  : 

Si,  pour  y.  assez  petit ,  /a  seWe  représentative  (9)  /■<?.$  te  bornée 

pour  x0,  /a  fonction  représentée  f(x)  <'st  bornée  et,  .r„ 
excepté,  holomorphe  au  voisinage  angulaire  du  point  x0  r<?/\ 
/';  et  inversement,  si  la  Jonction  est  bornée,  et,  x{)  excepté, 
holomorphe  au  voisinage  circulaire  de  x0  vers  lx»,  la  suite 

|  a„(.r„,  a  )  |  (rt  =  1,  ?.,  3 ») 

/'s7  bornée  pour  a  assez  petit . 

Le  raisonnement  précédent  s'applique  aussi  dans  le  cas  pré- 
sent. En  effet,  on  voit  facilement  que  si  S«|  ./•„.  a  i  est  bornée  pour 
/i  =  oo,  la  série 


«     i  //     1 


<*sL  convergente  dans  le  cercle  de  rayon  i .  et  la  fonction  liolo- 
morphe  de  //  représentée  par  (die  reste  bonne  si  Ton  s'approebe 
du  point  i  au  voisinage  angulaire  de  i  vers  le  rayon  (o,  i  ).  La 
suite  du  raisonnement  est  identique  au  raisonnement  précédent 
cl  nous  sommes  amenés  ainsi  à  la  première  partie  du  théorème. 

Inversement,  supposons  que  la  fonction  envisagée  soil  bonne 
et,  x(i  excepté,  holomorphe  au  voisinage  circulaire  de  .r,,  vers  /'". 
ce  qui  revienl  à  due,  la  condition  restrictive!  V.)  étant  supposée 
satisfaite,  qu'il  va  un  domaine  D(a,#0)  (,ù  la  fonction  est  liolo- 
morphe, de  même  que  sur  sa  frontière,  excepté  le  point  x0,  et  où 

l'on  a  encore 

|/(*)|<  a 

cl  démontrons  «pie  lc>  modules  des  moyennes  arithmétiques 

I  <*„{  ./•„.  a  I  | 

sont  bornées. 
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Remarquons  «pie,  dans  le  cas  où  La  condition  l  \  l  u'esl  plus 
remplie,  le  voisinage  circulaire  doil  être  remplacé  par  le  domaine 
D(a,  ./•„  i  ei  l'on  ai  ri\  <•  ainsi  à  un  théorème  plus  général  sans  qu  on 
ail  à  changer  le  raisonnemenl  qui  suit. 

I  )ans  le  cas  considéré,  la  fonction  limite  de  / 1  x0'f  \  t/.  y.  |  |  existe 
et  elle  est  continue  pour  chaque  point  de  l'intervalle  (o,  2it), 
excepté  8  =  0  et,  de  plus,  elle  esl  bornée  au  voisinage  du  dernier 
point.  Cette  fonction  limite  esl  donc  intégrable.  Par  suite,  dans  la 

formule  de  Cauch\ 

1      r  fi  a  1  du 
a"~7TiJ{.'  ««+»    ' 

on  peut  prendre  pour  chemin  d'intégration  le  cercle  de  rayon  1. 
On  \i»it  ainsi  que  les  coefficients  bn  =  (\„ (ana ■".  a)  tendent  vers  0 
pour  n .  =  x  (a  étant  suffisamment  petit).  Nous  pouvons  donc 
appliquer  notre  théorème  de  la  page  38,  ee  qui  donne  immédia- 
tement le  résultat  que  la  suite  |  an{  .r„,  a  )  J  est  bornée. 

9.  11  reste  encore  à  étudier  le  cas  où  la  fonction  devient  infinie 
au  point  considéré.  V  cel  effet,  faisons  tout  d'abord  la  remarque 
suivante  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  f{x)  soit  holo- 
morphe,  x0  excepté,  au  voisinage  circulaire  de  x0  \  ers  /'  .  est  que. 
pour  y.  assez  petit,  on  ait 


Iim  sup.  \    |  Gv(àva?Q,  a)  |   =  t. 

v-   x 

Il  est  évident  que 

lim  sup.  \/  |  Gv(av^oi  *)l  -  '  • 

v  =  00 

car  â?0  est  un  point  singulier  de  la  fonction  étudiée,  et  le  cercle  de 
rayon  plus  grand  que  1  dans  le  plan  de  a  correspond  à  un  domaine 
qui  contient  x0  à  son  intérieur. 

Supposons  donc  que,  [tour  a  assez  petit,  la  limite  supérieure  en 
question  soit  égale  à  1.  (  )n  en  conclu!  immédiatement  que  la  même 
fonction,  considérée  comme  fonction  de  .r.  esl  holomorphe  à  l'in- 
térieur du  domaine  correspondant  l)i  X,  X0)  et.  a  /<>// /<,/■/.  au  voi- 
sinage circulaire  de  x()  vers  /' '". 

Inversement,  si  la  fonction,  le  point  #0  excepté,  esl  Imloniorphe 

D.  io 
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au  voisinage  circulaire  de  x0  vers  /'  .  en  prenant  a  suffisamment 
pelit,  on  peut  y  tracer  un  domaine  D(a,  xu)  à  l'intérieur  duquel  la 
fonction  soit  holomorphe.  La  condition  (A)  est  supposée  satis- 
faite. On  en  conclut  que,  d'après  la  formule  (10).  La  série  de 
Taylor 

oo 

v  =  o 

représente  la  fonction  f{x)  à  l'intérieur  de  D('a,  x0).  c'est-à-dire  à 
J  intérieur  du  cercle  de  rayon  1  dans  le  plan  <lc  u.  ce  qui  revient  à 
dire  que,  pour  a  assez  petit, 

lim  sup.  s/  I  Gv(ava7Q,  a)  |   =  i. 

V=  oo 

Notre  remarque  est  donc  \  cri  lice. 
Démontrons  maintenant  le  théorème  suivant  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  fonction 
devienne  infinie  (ne  reste  pas  bornée)  et,  .r0  excepté,  soit  Itolo- 
morphe  au  voisinage  circulaire  de  x{)  vers  lx<>  est  que,  pour  a 
assez-  pelit. 

lim  sup.  v  |  Gv(ova?o,  a)  j  =  i, 

V  =  oo 

et  que,  que/que  petit  que  soit  a, 

lim  sup.  |  a\,(<7v.r'y,  a)  j  =  oo. 

V=  oo 

Montrons  d'abord  que  la  condition  est  nécessaire.  On  voit  par 
nos  développements  antérieurs  que,  d'après  les  hypothèses  faites 
et  a  étant  suffisamment  petit,  la  série  de  Taylor 

oo 

■i     o 

représente  une  fonction  holomorphe  à  l'intérieur  du  cercle  de 
rayon  i;  la  première  condition  e^l  donc  remplie  pour  a  assez  petit, 
grâce  à  la  remarque  faite  il  y  a  un  instant. 

Mais  il  est  évident  que  les  moyennes  arithmétiques  des  Sn(x0,  a) 
deviennent  infinies  avec  n  ;  en  effet,  dans  le  cas  contraire,  d'après 
le  théorème   du  numéro   précédent,  aussi  la    fonction    envisagée 
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serail  bornée  au  voisina;;*;  circulaire  de  x0  vers  /'  :  ce  <|m  est  con- 
traire à  L'hypothèse. 

Démontrons  maintenant  que  les  deux,  conditions  sont  suffi- 
santes. 

La  première  étant  satisfaite,  la  fonction  de  // 


7^Gv(ava?o)  °0  "v 


v  =  o 


est  holomorphe  à  l'intérieur  du  cercle  de  rayon  i  ;  par  conséquenl 
la  même  fonction,  considérée  comme  fonction  de  x,  est,  x0  excepté, 
holomorphe  dans  le  domaine  D(a,#0)  et  a  fortiori^  x0  excepté,  au 
voisinage  circulaire  de  xt)  vers  /•'». 

D'autre  part,  la  seconde  condition  remplie,  la  fonction  ne  peut 
rester  bornée  au  voisinage  envisagé.  En  effet,  si  pour  a  quel- 
conque  elle  restait  bornée,  grâce  à  l'holomorphie  établie,  on 
pourrait  prendre  a  assez  petit  pour  que  le  théorème  du  nu- 
méro précédent  soit  applicable,  et  d'après  ce  théorème  la  suite 
|(T„(a;0,a)|  serait  bornée,  ce  qui  est  contraire  à  notre  hypothèse. 
Par  conséquent,  la  fonction  ne  reste  pas  bornée,  ce  qui  était  à 
démontrer. 

L'hypothèse  que  la  fonction  soit  holomorphe  au  voisinage  consi- 
déré est  nécessaire  pour  écarter  l'effet  des  autres  singularités  pos- 
sibles. On  pourrait  dire  que  la  fonction  devient  infinie  exclusi- 
vement à  cause  de  la  singularité  au  point  jc0. 

10.    Reste  encore  à  examiner  le  cas  où 

lini  Sll|).  \     |  GV(«va?0)  a)  I     '   '  '• 

A  cet  égard,  nous  allons  esquisser  rapidement  la  démonstration 
du  théorème  suivant  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  f(x)  ait  mie 
infinité  de  points  singuliers  au  voisinage  circulaire  de  x0  vers 
iro  est  que,  quelque  petit  que  soit  a. 


lini  sii|>.  y  |  Gv  (ava?o)  a)  I  >  '  • 
Supposons  que  nous  ayons  une  infinité  de  points  singuliers  au 
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voisinai;!'  circulaire  d <■  ./ ,,  \  ers  /'  .  Par  définition,  le  point  x0  reste 
en  dehors  de  A  a)  pour  y.  quelconque,  île  sorte  que  la  série  de 
Tavlor  de  la  fonction  f\ ./ ■„ o(m,  a)]  doil  avoir  un  rayon  •!<'  conver- 
gence inférieur  à  i  pour  a  quelconque,  car  dans  le  cas  contraire 
f(x)  serait  holomorphe,  x0  excepté,  dans  D«°  et  a  fortiori  dans 
le  voisinage  circulaire  de  #0  vers  /'  .  La  condition  indiquée  est 
donc  bien  nécessaire 

Inversement,  si,  pour  a  quelconque,  la  condition  proposée  est 
remplie,  c'est  que  le  rayon  de  convergence  de  la  série 


ZjGn(anXo,  *)"" 


ti  =  i 


est  moindre  que  l'unité.  Il  y  a  des  points  singuliers  à  l'intérieur  de 
I _)(  a,  x0)j  quelque  petit  que  soit  a  ;  et  comme,  par  hypothèse,  il  n'y 
en  a  pas  sur  la  ligne  lx»  (x0  excepté),  le  voisinage  circulaire  de  x^ 
vers  /'»  doit  en  contenir  une  infinité. 

Avec  ce  théorème,  nous  avons  le  premier  critère  général,  à  ce 
qu'il  nous  semble,  pour  établir,  en  partant  de  la  série  de  Tavlor, 
l'existence  d'une  infinité  de  points  singuliers  au  voisinage  d'un 
point. 


L  ÉTUDE    DES    POINTS     CRITIQUES     ALGÉBRICO-LOGARITHMIQU  I  S 
AUX    SOMMETS    DE    l'ÉTOILE    CURVILIGNE    E^    d'eSPECE    /. 

11.  Apres  avoir  examiné  la  relation  entre  l'allure  générale  de  la 
fonction  et  celle  de  la  série  représentatrice,  nous  allons  préciser 
davantage  le  rapport  de  la  manière  dont  la  fonction  devient  infinie 
en  un  sommet  ./„  de  l'étoile  El  à  la  nature  de  la  divergence  de  la 
série  en  x0,  c'est-à-dire  nous  allons  chercher  les  propriétés  de  la 
série 


y  G„(arix'J,ct), 


«  =  i 


qui  pourront  nous  déceler  l'allure  particulière  en  vue  de  la  fonc- 
tion envisagée.  Nous  considérerons  tout  spécialement  les  points 
critiques  algébrico-logarithmiques  aux  sommets  de  l'étoile  curvi- 
ligne E'  d'espèce  /. 
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Supposons  que  le  somme!  x0  s<>ii   un  poinl  critique  algébrico- 
logarithmique  de/i  u  I.  La  fonction  de  // 

•r 

f[x0  tp(u,  a)]  =Vg„i  ",,./•.';.  ai"" 
«  =  o 

est  holomorphe  dans  le  cercle  de  rayon  i  -i  l'on  a  choisi  y.  suffi- 
samment petit.  En  effet,  comme  x0  esl  un  sommel  de  1/.  f\  ./■  i  esl 
holomorphe  dans  chaque  point  de  la  courbe  /;  et,  de  plus,  par 
hypothèse,  x0  est  un  point  singulier  isolé  de/i  x  I.  Mais  la  courbe 
fermée  D(a,.r0)  qu'on  < » I »i i «•  n t  en  faisanl  parcourir  par  u  le  cercle 
de  rayon  1  dans  l'expression  x0®\  //.  x),  tend,  poura  =  o,  vers  la 
courbe  simple  /'  .  Il  en  résulte  que,  pour  a  assez  petit,  f(x)  sera 
holomorphe  dans  D'(a,  #0),  de  même  que  sur  sa  frontière  C(  a,  .r0), 
excepté  le  seul  point  x0.  En  d'autres  termes,  la  fonction  de  a, 
./[•z'n'f  '  //.  a  i  |.  esl  holomorphe  àl'intérieur  du  cercle  de  rayon  i  et 
x0  est  son  j)oint  singulier  unique  sur  sa  circonférence. 
Regardons  d'autre  part  ee  que  l'expression 


i 


x  \? 
i  — 

■''„ 


u 


devient  quand  on  l'exprime  en  fonction  de  u.  le  nombre  p  étant 
quelconque. 
I*.\  idemnient 

(8) 


i 


x   ,  p 


[i-?(«,a)]P 


A  F  m  i  s .  par  hypothèse,  si  m,  a)  esl  holomorphe  au  poinl  i  et 


au/  u=i 

car  a(w,a)   effectue  une  transformation  conforme  autour  de  ce 
point.  Par  conséquent 

<pl  »,  x)=  [_H|3(a_ï)  +  Yi  „  _x)î4-..., 

et  j  . .  o.  Il  s'ensuit  que 

i  i  i  +  (m-i)P(u-i) 

i  9) 


_£.V       !  i(  u  —  i)-f-Yi  «  -  i)-  — ...|' 

#0/ 


i  —  i  '- 
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où  P(#)  est  une  série  do  Mac  Laurin  en  x.  Cela  nous  montre  que 
la  Iransforniation  conforme  ne  change  pas  la  nature  de  la  singula- 
rité en  question. 

On  peut  faire  le  même  calcul  concernant 


.  r 

lliuv ? 

X 


où  <j  esl  est  un  entier  positif.  En  effet, 

[  I  -+-(«.  —  i  )  Q(tr  —  }) 

de  façon  que 

Iogg      ^  ,    =  jloS  S(M  — i)  +lo8["  +  (B-I)Q(»-')] 


# 


o 


En  effectuant  le  calcul,  on  obtient  un  polynôme  en  log de 

degré  a  où  le  coefficient  de  I02? est  l'unité  et  les  autres  coef- 

fîcients   sont  des  fonctions   de  u  liolomorphe  en    1 .    En   effet  le 
second  terme  de  la  parenthèse  est  liolomorphe  au  voisinage  de  1 . 


Il  en  est  de  même  de  la  fonction 

1 


log? 


x        1 


et  cette  fonction  de  u  est  holomorphe  à  l'intérieur  et  sur  la  circon- 
férence du  cercle  de  rayon  1,  excepté  le  point  1.  Et,  déplus,  ce 
dernier  point  est  un  point  critique  algébrico-logarithmique  d'ordre 

12.  Cela  posé,  exprimons  quea?0  esl  ,m  point  critique  algébrico- 
logarithmique  def(x)  : 


—  1 
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où  Pq(x)  esl  mi  polynôme  de  degré  q  en  x  commençant  para?*; 

les  nom  lires  positifs  q  el  p(  <  p,  p2<Cp sont  en  nom  lue  fini, 

/',  (  x  i  est  d'ordre  négatif  en  x0. 
Effectuons  la  transformation 


Q/l0g_l_N) 

■  •              A       \       u  —  il. 
F(")  =  r^-A ^-[«  +  (« 


/[>o?<  »■  2  •]  ~  Fi  "  l  =  —  — [h-(m—  Ûjd(m)] 

pr  il  —  K)r 


Qi(lo| 


[i-+-(a  — i)jt)i(a)]  -K..-»-/i[>o  pi  ".  a  l], 


pP'(«      i)P' 

où  Q( #)  est  un  polynôme  de  degré  q  en  ./•  el  les  />,{  u  >  sont  liolo- 
morphes  pour  Iwl^i,  enlin  ^  [a?0cp(M,  a)]-=  o(«)  est  d'ordre 
négatif  au  voisinage  de  i. 

D'autre  pari,  nous  avons  vu  que,  pour  ri.  assez  petit, 


F(K)=VG«(a;*a7?»  a  »"": 


//    o 


où  le  rayon  de  convergence  est  l'unité.  Pour  déterminer  l'ordre  de 
grandeur  de  Gn(anxr^,  a)  posons  encore 


et 


^('-^) 


F(k)  —  o{  »  i  =  d»(a)  =  - — ^ — -^--[i  +-(  «  — i  ljD(w)]+...  =  Venw«. 

RP(u       i)P  ^ 

'  '  n  —  0 

Regardons  successivement  ttl  el  r,„.  Toni   d'abord  lim  ■rç„  =  o,  car 

les  /),j  sont  les  coefficients  tayloriens  d'une  fonction  continue  sur 
son  cercle  de  convergence  de   rayon  i.    La   fonction  b(u)   a   pour 

point  singulier  unique  sur  son  cercle  de  convergence  le  | il  i. 

Déplus,  en   prenant   les  k   \a  —  i  premiers  termes  du  développe 

ment 

00 

"V1 
p(u)  =  >  ctn(u  —  i)", 

«  =  0 
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on  sépare  la  partie  dominante  de  la  singularité 


[i      (u-i)p(u)] 


de  sa  partie  continue  sur  le  cercle.  En  faisant  de  même  pour  les 
autres  termes,  on  sépare  la  partie  dominante  de  -Li  //  i  de  sa  partie 
continue.  Mais  celle  dernière  partie  a  un  dé\ eloppëment  taylorien 
donl  les  coefficients  tendent  évidemmenl  vers  o  quand  leurs  indices 
croisse  ni  indéfiniment. 

D'autre  pari,  nous  avons  calculé  déjà  |  p.  ■>■>.  )  l'ordre  degrandeur 
des  coefficients  y„  de  la  fonction 


O 


a  —  i 
U-0P 

On  a  ainsi,  du  moins  pour  p  >-  i  , 


Uni    — - — ~ -   =  — , 

«  =  «  np      logvn        *(p  ' 


ce  qui.  ajouté  aux  résultats  partiels  relatifs  aux  autres  parties  de 
F(m),  nous  donne  la  formule  importante 


(12) 


Uni 


Gtl((l„x'al.  «)   __  A 

«p-'iog-/»     "(_p)Pr(P)' 


Si  p  n'est  pas  supposé  supérieur  à  i.  nous  devons  considérer  les 
sommes 

S  „(./*.  y.  i  —  G0-+-  <  m  (  "i-r.  a)-t-.  ..H-  Gn(anxn,  a). 

I  oui  ce  qu'il  faut  ajouter  au  raisonnement  précédent,  c'est  que 
\j-((()  est  holomorphe  sur  le  cercle  de  rayon  i,  excepté  le  point  i, 
où  elle  est  d'ordre  négatif.  Il  s'ensuit,  en  effet,  que  sa  série  de 
Mac  Laurin  converge  à  ce  point  : 

..  S„  (■.?•„.    7    1  \ 


„      «   rt?  \ogVn  'y  |-,  p         |  | 


I  .,i  série  en\  isagée 


f{x)  =2G*(«"a"S  *) 
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nous  décèle  donc  la  nature  de  l.i  singularité  d'une  manière  entiè- 

■ 

remenl  simple.  !>«■  paramètre  a  étant  pris  suffisamment  petit,  les 
S„  de  la  série  numérique 

■v  1 

>  G 

ont  un  ordre  de  grandeur  identique  à  celui  de  la  fonction  et  ils 
permettent  de  calculer  successivement  toutes  les  constantes  qui 
caractérisent  la  singularité  étudiée. 

13.  <  )n  peut  étendre  enfin  t'Hi^  ces  résultats  à  des  singularités 
plus  compliquées  où  ce  n  est  que  la  partie  dominante  de  la  singu- 
larité <|iii  est  supposée  algébrico-logarithmique.  Il  ne  faut  qu'ajou- 
ter une  hypothèse  <|in  nous  assurera  que,  pour  a  assez  petit,  le 
point  singulier  ./■„  se  trouve  sur  le  cercle  «le  convergence  de  la 
série 


G      i    >  ';.  y.  •»■ 


2 

Par  exemple,  si  I  on  suppose  que  f\  a?)  est  holomorphe  au  voisi- 
nage circulaire  de  x{)  vers  /•''•■  et  que  o|  n.  a  I  satisfait  à  la  condition 
restrictive  (A.),  nous  n'avons  qu'à  nous  servir  du  résultat  prin- 
cipal du  Chapitre  II  (p.  38)  afin  d'éliminer  la  contribution  «le 
la  fonriion  /',  (  .r  i  qu'il  suffit  de  supposer  continue  en  x0  et  nous 
arriverons  au  théorème  suivanl  : 

Si  la  fonction  f(x):  holomorphe  dans  le  voisinage  circulaire 
de  .r„  vers  I- '  .  a  sa  partie  dominante  algébrico-logarithmique, 
c'est-à-dire  si  elle  peut   s'écrire  <m   voisinage  de  xit  sous  la 

forme  i  i  i).  on  a  nécessairement 

u„i  ./■„.  y.  i  a  r,  2  I 

(    !    >    )  !  Mil 


" "f- ' 

n  =  *  rv'\  log  il  \'i  -.''!'    :     -  i 

où 

So-H.-.-H  S„l  .'',,.  7.  I 


er„i  ./•„,  v.  i 


l 


Nous  avons  donc  dans  le  développement  |  9  >  nue  série  qui  satis- 
fait presque  louies  uo>  exigences  concernant    la  simplicité  et  la 
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précision  dans  la  représentation  (1rs  singularités  situées  aux  som- 
mets de  l'étoile  curviligne  d'espèce  /.  En  effet,  l'allure  générale  de 
la  fonction  J\x)  se  manifeste  d'une  manière  explicite  et  complète 
dans  l'allure  de  la  série  numérique 

2,Gn(anx%,  y.), 


du  moins  pour  a  assez  petit.  Et,  comme  nous  venons  de  le  voir,  les 
singularités  particulières  à  partie  dominante  algébrico-logarith- 
mique  sont  caractérisées  à  leur  tour  par  la  même  série  et  avec  la 
même  précision  et  simplicité.  L'ordre  de  grandeur  des  moyennes 
arithmétiques  des  Sw(-r0,a)  coïncide  tout  simplement  avec  celui  de 
f{x)  en  x0  et  les  coefficients  \,  de  même  que  les  degrés  (//,,  p), 
(fj2,  pi),  .  .  .,  qui,  ensemble,  caractérisent  la  partie  dominante  de 
la  singularité,  se  calculent  très  facilement  par  la  formule  (i3),  si 
l'on  retranche  successivement  la  partie  déjà  trouvée  et  l'on  applique 
de  nouveau  la  même  formule. 

La  portée  de  cette  méthode  est  assez  considérable.  Quel  est,  en 
effet,  le  but  à  atteindre  par  une  pareille  méthode?  Tous  les  déve- 
loppements étudiés  dans  ce  livre  sont  formés  par  des  séries  de  poly- 
nômes ou  des  fonctions  entières,  c'est-à-dire  des  séries  de  fonctions 
uniformes,  et  il  n'y  en  a  guère  d'autres  espèces.  D'autre  part, 
1  étude  générale  des  singularités  consiste  à  examiner  la  fonction 
dans  ses  points  réguliers  qui  se  trouvent  au  voisinage  de  ses  points 
singuliers.  Par  conséquent,  cette  élude  exige  une  représentation 
de  la  fonction  envisagée  au  voisinage  du  point  singulier  en  vue.  Il 
est  donc  évident  que  la  méthode  dont  nous  nous  sommes  servis 
dans  ce  livre  ne  nous  donne  pas  un  moyen  absolument  parfait 
pour  effectuer  l'étude  générale  des  singularités,  en  ce  sens  qu'une 
seule  représentation  de  ce  genre  ne  nous  livrera  pas  tous  les  points 
singuliers  de  la  fonction,  pane  qu'une  série  de  fonctions  uni- 
formes ne  peut  représenter  qu'une  seule  valeur  pour  chaque  valeur 
de  la  variable  indépendante  x  et  qu'une  fonction  analytique  a,  en 

général,  une  infinité  (dén brable  i  de  déterminations  pour  chaque 

point  x.  Ce  n'est  qu'une  partie  des  déterminations,  une  branche  si 
I  on  veut,  de J(x)  qui  est  donnée  par  le  développement  du  genre 
considéré.   Ce  ne   sont   donc   que   les    points  singuliers   situés  à  la 
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frontière  de  celle  branche  qui  peuvenl  être  étudiés  réellement  par 
les  méthodes  indiquées. 

Mais  on  peut  formuler  le  problème  des  singularités  d'une  ma- 
nière mi  peu  différente.  Soil  x0  un  poinl  quelconque  du  plan  com- 
plexe. Supposons  qu'on  veuille  explorer  L'entourage  de  ce  point, 
c'est-à-dire  déterminer  l'allure  de  la  fonction  f(x)  à  son  voisi- 
nage. D'abord  cela  peut  dépendre  du  côté  ou  de  la  direction  par 
où  l'on  s'approche  de  ce  poinl  ;  mais  cette  allure  [  ><u  t  se  chan- 
ger de  fond  en  comble  si  l'on  choisit  un  chemin  /•' '■■  joignant  l'ori- 
gine à  .r(),  différent  du  premier  par  où  l'on  esl  allé  d'abord  à  x„. 
Par  exemple /(a?)  peut  être  holomorphe  en  x0  •>!  l'on  y  aboutit  par 
le  chemin  /•'"'>,  quoique  ce  point  fût  singulier  pour  le  premier  che- 
min, etc.  Force  nous  est  donc  de  choisir  un  chemin  bien  déterminé 
allant  de  o  à  x0  et  rétrécir  le  problème  à  l'examen  de  l'entourage 
de  x0  suivant  un  chemin  bien  déterminé  /'  >. 

La  représentation  (<)  i  nous  donne  la  solution  du  problème  poul- 
ies courbes  /•' 'a  qui  n'ont  pas  de  points  multiples.  En  regardant  la 
limite  supérieure  de  la  suite 


\  .  Gn(anx'*,a)l 


on  décidera  tout  d'abord  si  x0  est  le  premier  point  singulier  sur  / 
on  non.  Dans  le  dernier  cas,  la  méthode  e-i  inapplicable.  Mais  le 
problème  n'a  pas  de  sens  non  plus,  car,  pour  explorer  le  voisinage 
d'un  point  singulier,  il  faut  passer  par  des  courbes  sur  lesquelles 
f{x)  est  holomorphe,  excepté  l'extrémité  de.ro-  Dans  le  premier 
cas,  les  théorèmes  précédents  nous  donnent  des  renseignements 
assez  précis  sur  l'allure  de  la  fonction  au  voisinage  circulaire  de 
x0  vers  lx«. 

I  î.  Jl  reste  à  examiner  le  cas  le  plus  général  où  l'on  ne  suppos< 
plus  que  la  courbe  envisagée  soil  simple,  c  est-à-dire  sans  points 
multiples.  Celte  extension  des  résultats  acquis  jusqu  ici  est  indis- 
pensable si  l'on  veut  étudier  les  différentes  branches  d'une  fon< 
tion  multiforme,  car  c'est  justement  en  tournant  autour  des  points 
singuliers  qu'on  arrive  à  des  déterminations  distinctes  de  la  fonc- 
tion étudiée. 

Prenons  une  courbe  l  quelconque,  partout  analytique  et  régulière 
(extrémités  comprises)  joignant  les  points  x  =  o  et  x  =  i .  Soit  s 
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l'arc  de  courbe  compté  positivement  à  partir  de  x  =  o  vers  x  =  i , 

cl  soil  s0  la  longueur  de  l'arc  total  entre  •»  cl.  i ,  et  soit  enfin  /  =  —  • 

Si  Ion  pose  x  =  u  +  iv,  u  ci  v  sonl  pour  o<.t^\  des  fonctions 
réelles  ci  holomorphes  de  /  :  u  =  gi(t),  v^=g>>(t).  La  fonc- 
tion 

csi  liolomorphe  pour  o^tSi,  ci  quand  /  décrit  l'intervalle  (o,  i), 
la  variable  x  décrit  la  courbe  donnée  /. 

00 

On  peut  donc  transformer  la  fonction  donnéey(#)  =  >  anx"  par 
la  formule 

30  OC 

(14)  /[MOl^^MO]"^*»'*' 

ou,  plus  généralement, 

»  oc 


«  =  o 


n  —  0  n  =  0 


où  />(#)  est  holomorphe  el  linéaire  en  ax,  a,x.,:  .  .  .,  anxn.  Le 
développement  (i5)  est  valable  pour  un  x  quelconque,  niais  le 
rayon  de  convergence  de  cetlc  série  de  Taylor  dépend  de  x.  En 
particulier,  m'  ■  f(x)  est  holomorplie  le  long  de  la  courbe  lx«  définie 
par./  •„■!>(  /  'i.  la  variable  t  variant  de  o  à  i,  la  fonction  de  t,f\  x0<l(t)], 
sera  liolomorphe  le  long  du  rayon  (o,  i).  On  peut  donc  appliquer 
à  cette  série  la  méthode  que  nous  exposions  tout  à  l'heure.  Pre- 
nons, par  exemple,  une  suite  de  transformations  conformes  o(x, a) 
telle  que  les  courbes  o(ei0,  a),  o  0  J2-,  se  réduisent  au  segment 
(o,  1  )  quand  a  s'approche  indéfiniment  de  o.  C'est  le  cas  simple  de 
I  étoile  recliligne.  On  obtient  ainsi  la  formule 

oc 

(16)  /i^?(oj=2Qw[/,re(a7)^'a]: 

a =0 

où  O,,  est  homogène  et  linéaire  en p;(x)ti  (i  =  1 ,  2,  .  .  . ,  /m. 

Pour  chaque  .£  qui  >ahslaii  à  la  condition,  énoncée  ci-dessus 
pour./,,,  le  point  l  =  \  est  un  point  intérieur  à  l'étoile  attachée  à 
la  fonction  île  / 

F(0  =/[*?(*)]■ 


LE    PROBLEME   GENERAL    DES   SINGULARITÉS  l  ",- 

On  peul  donc  dans  (16)  remplacer  /  par  i 

n      0  //      h 

où  R„(  ./■,  a  i  es!  homogène  el  linéaire  en  '/,./'.  n.,.i-.  .  ...  anx". 
Cette  forum  le,  pou  va  assez  petit,  représente  f{x)  en  chaque  pointa? 
du  plan  complexe  tel  que  f(oc)  ('^t  hoiomorphe  sur  la  courbe  /  . 
G'esl  donc  une  représentation  qui,  théoriquemenl  du  moins,  per- 
met d'explorer  vers  le  côté  de  la  tangente  à  /'  en  ./■„  le  voisi- 
nage d'un   point    singulier  x0  situé   à  l'extrémité    d'une   courbe 

15.  Supposons  donc  que  x0  soit  un  tel  point  singulier  el  regar- 
dons le  développement  (16).   D'après  la  formule(io)  la  fonction 

l"i  /  i  =  y  pn{x)tn  est  hoiomorphe  autour  de  l'origine,  quelle  que 


n    n 


soit  la  valeur  de  x  supposée  pourtant  finie.  Il  est  donc  permis  de 
se  servir  du  développement  (i 4).  On  obtienl  ainsi  en  tous  cas  la 
formule  (16)  et  son  domaine  de  convergence  (a  tendant  vers  o)esl 
l'étoile  rectiligne  de  F(t).  Si,  en  particulier,  x0  est  un  sommet  de 
l'étoile  curviligne  E'  d'espèce  /  attachée  à  la  fonction  J'(x  ),  non- 
sommes  surs  que  ¥(t)  est  hoiomorphe  pour  o  <  t  ^  i  ;  donc  le  point  i 
est  un  sommet  de  l'étoile  rectiligne  attachée  à  Fi  / 1  el  Ton  peut 
appliquera  F(i)  au  point  i  tous  les  théorèmes  démontrés  précé- 
demment. Il  en  résulte  que  si,  pour  a  assez  petit,  la  série  numé- 
rique 


n  — 0 


est  convergente,  la  fonction  de  /.  /'[./,,  y  i  /  i  |.  est  continue  et.  /,, 
excepté,  hoiomorphe  au  voisinage  angulaire  de  i  vers  (o,  i  .  Mais 
<L(t)  est  hoiomorphe  au  point  i  ;  si  Ton  a  donc  i!/|  i  |  ~  o,  ce  que 
nous  supposerons  dans  la  suite,  afin  <pie  xu'l( t)  effectue  une  trans- 
formation conforme  autour  du  point  i,  <>n  peut  en  conclure  que 
j\x)  est  continu  et,  x{)  excepté,  hoiomorphe  dans  le  voisinage 
angulaire  de  x0  vers  lx«. 

iNous  avons  donc  poussé  aussi   loin  que   possible   la  générali- 
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sation  du  célèbre  théorème  d'Abel  et  nous  aboutissons  au  théorème 

suivant  : 

Soit  x0  le  sommet  d'une  étoile  curviligne  quelconque  E'.  Si 

lu  série 


^K„ (./■<,,  a) 


n  =  0 


est  convergente,  la  fonction  f{x)  représentée  par  cette  série  est 
holomorphe  le  long  <le  la  courbe  lx»}  de  même  qu'à  l'intérieur 
d'un  cercle  passant  par  x0  et  ayant  pour  (lia  nie  Ire  un  seg- 
ment suffisamment  petit  de  la  tangente  en  x0  à  lx».  De  plus, 
f(x)  tend  vers  une  valeur  bien  déterminée  si,  après  être  arrivé 
au  cercle  par  le  chemin  ir«,  on  s' approche  de  x0  dans  un 
angle  d'ouverture  <Ciz  et  ayant  pour  bissectrice  la  tangente 
de  lx<>. 

Inversement,  si  la  fonction  de  t,  f[x{)6(t)]  est  holomorphe  au 
voisinage  circulaire  du  point  t  =  i  \ers  (o,  i),  et  si  elle  tend  vers 
une  valeur  bien  déterminée  quand  on  s'approche  de  i  à  ce  voisi- 
nage, les  moyennes  arithmétiques  c-„(.r0,  x)  des  Sn  =  R0 -{-... H-Rw 
tendent  pour  n  =  ce  vers  celte  même  valeur  grâce  au  théorème 
de  la  page  i  43. 

Supposons  maintenant  que  c'est  f(x)  qui  soit  continue  et,  x0 
excepté,  holomorphe  au  voisinage  angulaire  de^'0  vers  /''".  le  point 
xn  étant  un  sommet  de  l'étoile  E',  c'est-à-dire  x0  étant  le  premier 
point  singulier  de  f(x)  le  long  de  la  courbe  lx°.  On  en  conclut  que 
f\  ./„•!/(/)]  est  holomorphe  le  long  du  segment  (o,  i)  excepté  l'ex- 
trémité et  que,  grâce  à  la  condition  -V(i)^o,  au  voisinage  circu- 
laire (\ef(x)  en  a  •„  vers  /•''",  correspond  un  voisinage  circulaire  de 
J '\_x0<^( '/)]  en  i  vers  (o,  i)  en  ce  sens  qu'il  v  a  un  petit  cercle  pas- 
sant par  i  et  ayant  son  centre  sur  le  rayon  (o,  i)  assez  près  de  i  tel 
que/ |  ./„'.!/(/)]==  F(/)  soit  holomorphe  à  son  intérieur. 

Par  conséquent,  la  condition  de  continuité  une  fois  remplie 
pour /"(.r)  dans  le  voisinage  circulaire  de. r0  vers  l-r»,  elle  sera  rem- 
plie a  fortiori  pour  la  fonction  de  t,f[x()  '{>(£)],  en  i  vers  le  rayon 
(o,  i).  On  arrive  ainsi  au  théorème  suivant  : 

Soit  ./•,)  le  sommet  d'une  étoile  curviligne  quelconque  VJ.  Si 
la  fonction  f(x)  est  holomorphe  le  long  de  /•'»,  de  même  que 
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dans  un  petit  cercle  c  passant  /"//■  .>■„  et  avant  pour  diamètre 
un  segment  suffisamment  petit  de  la  tangente  de  /'  en  ./•„  et  si, 
de  plus,  f(x)  est  continu  a  V  intérieur  et  sur  la  circonférence 
de  c,  on  a  nécessairement,  pour  a  assez  petit, 

lim  7„    ./■„.  x)=J 

II    =00 

C'est  l'inversion  la  plus  complète  obtenue  jusqu'ici  du  théorème 
de  M.  Frobenius. 

La  condition  tic  continuité  peul  être  remplacée  par  l'hypothèse 
que  f(x)  >(»it  bornée  dans  le  voisinage  correspondant  sans  qu'on 
ait  rien  à  changer  dans  le  raisonnement  précédent,  ba.sr  (  --cntielle- 
ment  sur  la  correspondance  des  voisinages.  On  aboutit  ainsi  à  des 
théorèmes  analogues  où  les  expressions  :  convergence  et  huilant 
vers  une  valeur  bien  déterminée  t  ou  continué)  doivenl  être  rem- 
placées par  bornée  en  râleur  absolue. 

En  combinant  ces  quatre  résultats  comme  nous  l'axons  fait  déjà 
précédemment,  on  obtient  encore  deux  théorèmes  <|ni  ne  manquent 
pas  d'intérêt . 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  f(x)  soit 
holomorphe  le  long  de  /'  .  de  même  qu'au  voisinage  circulaire 
de  ./„  vers  /•'"■  et  qu'elle  devienne  infinie  en  x0,  est  que,  pour  a 
assez  petit, 

lim  mi]>.  \   |  1>;, (  .'„,  y.  )  J  =  I, 

II  =  x 

et  que,  quelque  petit  que  soit  x, 

lim  slip.  ]  nn(  ./•„.  a)|  =  x. 


n  =  i 


La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  f(x)  soit 
holomorphe  le  long  de  /■''■  et  qu'elle  ait  nia-  infinité  de  points 
singuliers  au  voisinage  circulaire  dex0  vers  lx»estque,  quelque 
petit  que  soit  a, 

lim  V\  K„(.n,,a;[  >  I. 

n  —  oc 

La  démonstration,  d'ailleurs  très  facile,  de  ces  théorèmes,  con- 
siste à  appliquer  des  théorèmes  correspondants  à  la  fonction  de  t, 
f[x0,  'l(t)]  =  F(0,  en  ajoutant  que/i  x  satisfait  au  voisinage  de 
x0  aux  mêmes  conditions  que  F(t  I  au  voisinage  de  i . 
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16.  Mais  le  développement  (17)  es!  capable  de  nous  fournil-  des 
renseignements  |>lus  précis  encore  sur  la  manière  dont  /'(.r)  devient 
inlinie  en  x0,  à  supposer  qu  il  n'y  a  pas  une  infinité  de  points  sin- 
guliers au  voisinage  circulaire  de  ./:„  vers  /'' .  Dans  la  dernière 
condition  c'est  ce  fait  même  qui  est  mis  en  lumière  par  le  déve- 
loppement considéré. 

Supposons  donc  (ju  il  y  ait  un  cercle  passant  par  .r„  el  avant 
pour  diamètre  un  segment  de  la  tangente  à  la  courbe  /■''>  en  ./„  tel 
quef(x)  soit  holomorphe  à  l'intérieur  de  ce  cercle,  du  moins  si 
l'on  arrive  à  x0  par  le  chemin  /'  .  Il  en  résulte  que,  pour  oc  suffi- 
samment petit, 

l'un  su  p.  y/|  R„(^0,  a)|  =  1. 

On  démontre  facilement  que  si  la  partie  dominante  de  la  sin- 
gularité de  /(.*■')  en  ,xtl  est  algébrico-logarithmique  d'ordre  ((/■}  I, 
il  en  est  de  même  de  la  partie  dominante  de  F(t)  =/\  x0  '}(£)]  et 
inversement.  On  peut  donc  appliquer  les  théorèmes  précédents  à 
la  fonction  F(i),  quoique  les  hypothèses  soient  énoncées  pour/(.r). 
Par  ce  procédé  bien  simple  on  démontre  que  les  polynômes 
R„(.r0,  a)  ou  leurs  sommes  S„ (x0,  a)  ou  enfin,  dans  le  cas  général. 
les  moyennes  arithmétiques  <7„(jc0,  a)  de  ces  sommes  sont,  pour  a 
assez  petit,  en  relation  très  simple  avec  la  singularité  étudiée.  En 
effet,  le  degré  d'infinitude  de  ces  quantités  coïncide  avec  celui  de 
la  fonction  /(.r),  et,  pour  déterminer  les  coefficients  numériques 
qui  caractérisent  complètement  la  partie  dominante  de  la  singula- 
rité, on  a,  pour  a  assez  petit,  la  formule 

lim =  cA, 

1=00  /tP(log/i)7 

où 

r(a) 


[-^(i)]Pr(P+i) 

et  la  fonction  est  supposée  mise  sous  la  forme  habituelle 


AI',,/  loi 


'     771 


Ax)  = 7 „,fi       ■+"  •  •  -+"/'  '  ■'■  '• 


T   \? 


-s 
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En  définitive,  le  développement  (17)  de  la  fonction  f{x),  valable 
dans  l'étoile  curviligne  VJ  d'espèce  /.  représente  les  singularités 
mêmes  aux  sommets  de  celle  étoile.  En  d'autres  termes,  pour  a 
assez  petit,  la  suite  numérique 

(18)  VRV.ro,x), 

n  —  0 

égale  à  f(x0)  si  f{x)  est  holomorphe  en  x(),  n'est  pas  sans  rap- 
port a\ec  L'allure  de  la  fonction  même  dans  le  cas  où  x0  esl 
un  point  singulier  de  f(x)  à  un  sonnnet  de  l'étoile  \:J.  Les  pro- 
priétés limites  de  la  suite  (18)  décèlent  la  nature  de  la  singularité 
en  x{)  vers  tx«.  du  moins  si  l'on  s'approche  de  ce  point  par  le  che- 
min /'".  Et,  comme  la  série  de  Taylor,  c'est-à-dire  les  coefficieuts 
a,,  une  fois  donnés,  cette  suite  peut  être  formée  pour  n'importe 
quelle  fonction  analytique,  en  dernière  analyse  c'est  par  les  coef- 
licients  a„  que  l'allure  de  la  fonction  est  caractérisée  dans  un 
sommet  du  voisinage  ,r0. 

Ajoutons  encore  que  certaines  singularités  échapperont  à  la 
portée  de  la  méthode  précédente.  Ces  singularités  seront  celles  qui 
ne  peuvent  pasètj'  atteintes  par  une  courbe  recti fiable  de  longueur 
finie.  Elles  exigeront  de  nouvelles  recherches. 


n 


1 1 


NOIE. 

UN  THÉORÈME  DE  RIEM  INN. 


I.    Prenons  une  série  Irigonométrique 
(i)  7    ((/„  ^ i m  //  9  4-  bncoi,nO)  r=_N    \n 

il    -  h  ;/  =  0 

el  supposons  que 

lim  an      f>,         1 1 m  />„  —  o. 

La  somme  de  la  série  absolument  et  uniformément  convergente 
.    ,  v^  ^«sin  nQ  -t-  bnco<nB 

(  2  )  —    7 

n  =1 

définit  une  fonction  continue  P{9).  Exprimons  les  sn  de  la  serin  (i)  en 

fonction  de  F{0).  On  voit  facilement  que 

kn  =  —  -     /     F(t)cosn(6  —  t)dl 

° -     T. 

car,    après    la    multiplication    par   cos/i(ô —  /),    on    peut    intégrer   la 
série  (i)  terme  à  terme,  et 

r 

I     coskt  sin  II  (lt  =  ii 
excepté  pour  /,  =  /,  et,  dans  ce  cas, 

CO>-///  '//  tt-  77.  /        s\\\- //t  r/t  —  T.. 

-  J-  - 
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On  a  par  conséquent 

.71 

\.t  -+-  A2  -h . . .  -+-  Aw  —       I      F(Z    V    ./c'-c.osA  t)dt. 

Mais 


/.     i 


2  V  _  /,  «  cos  £(0  —  z )  --  "-  ^  -,-  es/    5      /  I 


/.  =  1 


en  vue  fie  la  formule 


/.     i 

<r- 
,77- 


si  n  (0—  Z) 

• 

.      0    -    Z 

-III  


i63 


_-+.  V  cos/  !  3  —  z) 


/.  =  i 


0  —  z 


2  SI  il 


0  —  Z        v1       .     0  —  < 

-in -h  >    a »i n  -      -cos /ci 


■'"-ri 


-\       9- 

I      5111 


2 


/.  -  l 


A 


<     Y 


;i„al±!(0_z)- 


./,    i 


(0  — Z) 


/.  =  i 


.    i  n  -t-  i     , 

«•M  ; (     i       -Z) 


>  —  1  I  » 


0  —  t 


Nous  avons  ilonc  linalement 


.       2  «  -t-  I      , 

-m  (0         / 


0  — Z 


-I  II 


rfz. 


Riemann  a  généralisé  cette  formule  en  établissant  le  théorème  <j u»- 
voici  i  '  ).  Soit  p  (Z  )  une  fonction  continue  ainsi  que  ses  ci n< |  premii 


(')  Nuire  énoncé  du  théorème  n'est  pas  aussi  général  que  celui  de  Riemann 
quoique  ce  dernier  |mi--e  être  encore  généralisé  (voir  Hobson,  Theory  of  func- 
tions  of  a  real  variable,  p.  -\  \  ) .  Mais  nous  n'avons  pas  besoin  de  celle  plus  grande 
généralité  <-t  nous  avons  ainsi  réus*i  à  simplifier  la  ilémonslratiou  si  discutée 
de  Riemann. 


I 64  NOTE 

dérivées  entre  h  et  c  satisfaisant  aux  conditions 

p(b)  =  p(c)  =p'(o   —  p    c)  =  o, 
p(0)==i,         p'(0)==p»(0)  =  p"(        =p"(6     =o; 

p"(t)  n'ayant  qu'un  nombre  fini  d'extrêma  dans  l'intervalle  (  b,  c). 


ThéORèmb.  —  La  différence  entre  la  somme  A,  -+-  A2  +  ...4-  A„  et 

.       2H+I 


l'intégrale 


(4) 


d* 

^d? 


(0-0 


.  0  —  < 

sin 


p  (*)'/< 


o//  (6.  c)  es/  un  intervalle  arbitrairement  petit  contenant  le  point 

t  =z  9  à  son  intérieur,  tend  vers  zéro  avec  —  - 

n 

2.  La  démonstration  est  basée  sur  le  lemme  donné  également  par 
Riemann. 

Soit  /(O  une  fonction  continue  ainsi  que  ses  deux  premières  déri- 
vées satisfaisant  aux  conditions  À(  b)  —  X(  c)  —  V  (  b)  =  V (c)  =  o,  et 
A"(l)  n'a  van  t  qu'un  nombre  fini  d'extrêma  dans  l'intervalle  (6,  c). 
On  a  nécessairement 


lim  p.2 

(1=00 


/     V (t)  cos [j.(t  —  a)~/.(t)dt  =  o. 
'  i, 


L'intervalle  (b,c    est  quelconque. 

Pour  le  démontrer,  remarquons  que  l'expression  considérée  peut  se 
mettre  sous  la  forme  plus  explicite 

00 

(5)  —VC-/     \„(t)co*iJ.(t-a)A(t)dt 


où 


Ou  bien,  en  posant 


A„(/)  =  <7nsin  nt  -t-  b„cosnt. 


&\i+n(t)  —  -  A„(«)cos(p.  +  /i)(*  —  a)  +-B„(a)sin(p  ■+-  n)(t  —  a) 

A  Je 

et 

B(A_„(0  =  -A„(a)  cos(p.  —  n)(t  —  a)  —  -  B„(a)  sin  (p.  —  n)(t  —  a) 
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il.. 


avec 


H„  (a)  =z  anCQsna  —  b „sin  na. 


le  n'eme  terme  de  la  série  ainsi  formée  est  égal  ;i 


^     r 


'V2iy„(n. 

dt'- 


dt 


qui  se  transforme,   grâce  aux  conditions  imposées  à  X(Z),   par   deux 
intégrations  par  partie  en 

„.(£„)■/ v-t'»^"*  +  ,-^r^77X'v"(')>'""),/'- 

Le  ternie  d'indice  «  =  p.  est,  en  particulier, 

—  /    1(1)  [AyXt)  co>  >j.(t— a)], /(. 

Décomposons  l'intervalle  (6,  c)  en  un  nombre  fini  A  de  segment 
(b',  c')  dans  lesquels  V(  t)  croit  ou  décroît  constamment.  Le  second 
théorème  de  la  moyenne  nous  donne,  Ç  étant  un  nombre  convenable 
entre  b'  et  c', 

/     X"(«)cos(/x4-/i)(f  —  a)dt 

•  'y 

=  )."(b')  f  coi([x-h  n)(t  —  a)dt-hl"{c')  f  cos(p-h  n)(t  —  a)  dt, 
et  indépendamment  des  limites  d'intégration  et  de  //, 

I  r'( 

/      cos(fx  -h  n)(t —  a)  dt 


2 


car 


f. 


T         /              v,             x    ,         sin(uH-«)(* —  7)  —  sin(a-+-  «)(Z  —  fi) 
cos(jjl  +  /ï)(«  — a)rf/  = — i^— 


/J.  H-  n 


Par  conséquent 


\' ( l)  cos( p. -h  n){t  —  a)  dt 


< 


2  /.  \I 


où  M  est  le  module   maximum  de  /. "(t)  dans   l'intervalle  (c,  A).   Si, 

D.  i  .. 


]6(>  NOTE. 

enfin,  A  est  la  plus  grande  valeur  de  |  a„  \  -h  |  bn\,  on  a 

■>.\/>  \1 


r 


B^m(t)l'(t)dt 


< 


de  façon  que 


^_ 


£d  n'dj.  -+-  /i) 


«  =  i 


5f 


iV„(o>/'(0^ 


< 


2A/.-M  x^    i 


r* 


y-- 


n—  1 


Cette  partie  de  la  série  (5)  tend  donc  vers  o  pour  jjl  =  oo 
3.   Passons  à  la  seconde  partie 

00 

Déterminons  «[>  3  par  la  double  condition  que  :  i.° 


(7) 


/     /."(t)cos(pt —  ixa-\-na)dt 

■  ir 

r\ 

!     W(t)  sin(pt  —  \xa-+-na)dt 


< 


<  e, 


pour  \p\lrii,  ce  qifon  peut  réaliser  indépendamment  de  jjl  et  de  //, 
car,  par  le  second  théorème  de  la  moyenne,  on  voit  aisément  que 


j  i, 


(t)  cos(pt—h)dt 


2  A  M 


2°  I  a»\  ~t~  I  bn\  <  £  pour  n  ^  «,. 

Soit,   d'autre  part,   [ji1>2/i1    et    prenons   un   p.>!/,.    On   a,    pour 
n^  ni  et  pour  //     /«,  -f-  /jl, 


/    l"(t)cos[((x  —  n)t—  (p.—  /i)a]oft 

I  -  /' 

/     l"(()  sin[(/j.  —  n)l  —  {[j.  —  n)a]  dt 
J  b 


<  £ 


<  s; 


ou  encore 


f  %-„(t)l"(t)d( 


<  A 
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Divisons  la  série  (6)  qui  est  à  évaluer  en  cinq  parties 

fi ,  (X  —  2  [A  H-  1  ■>.  -  l  a 

1+1  +  1  +  1+  ! 

n  =  1  fi=fi,-f-l  fi  =  (1  —  1  »  zn  IX  H-  2  fi  =  /?,-+- [X 

et  soit  toujours  p.  >  jm,.  On  a  tout  d'abord 


<  i ^-xï  Z  —  <  4  As  2  - 
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n  =  l 


"       1 


//       I 


parce  que  la  fonction —  décroît  pour  r  >>  n  ;  el 


(•/■-/») 


«  —  nx-\-\X 


<£A 


<s\V_L. 


•■■] 


II- 


D'autre  part, 


a  — 2  «,+  [x-  î 

2  +  2 

n  =  fi,  -  1  n  =  [1.-4-2 


< 


f* 


[A— 2 

iV 

=fi,H-l    I 


n  \ 2  /  n  \  2 


/»,-HfX. —  1 

V 


I 


«  V  ,   /' 


2         I 


r*/    Xr4 


X   ^   |  /."(/)  |«fc, 


car,  pour  nln^.    la  quantité  |  tfn|  H- |  6n|,   par  suite  |B^._„(0|i   esl 
inférieure  à  e.  Mais 


JX-2 

V 


|X  —  t 

'J 


f/.r 


«  =  «,-1-1  I    I  — 


En  effet,  étant  donné  que  la  fonction 

i 


-î)'< 


i68 


noti:. 


décroît  pour  x  <  —  el  croit  pour  .r  >  — ,   on  obtient  la  série  envi- 
2  '  2 

sagée  si  l'on  divise  le  champ  d'intégration  en  sections  : 


r4  '  f* 


«i 


r4 


et  l'on  prend  le  minimum  de  la  fonction  à  intégrer  dans  la  section  coi 
respondante. 

L'intégrale  indéfinie  en  question  est 


X            1   - 

—  .3? 

ce  qui  nous  donne 

|i-«                 1 

I        y                       p. 

n  =  «,-)-l  M 1 

(?)' 

I 
<    - 

,+' 

+  2log.r —  2log(i  —  ce)  ■+■  const., 


u  u.  —  i  i 

-2lo°-        — 2log 


IM  —  Zlt 


fh 


fX  —  Il  1  _ 


I  2  . 

< h  I  4-  2  -h  -  <  4- 


n,  -1- jj.  -  1 

"1 


De  même  pour  la  somme      7 

n  -  [L  +-  •: 


[i+1 


Il  nous   reste   à   évaluer    encore  la  somme  de  quatre  termes     / 


n  =  [A  —  1 


parmi  lesquels  le  terme  d'indice  n  =  ix  est,  pour  [i^.ni}  inférieur  à 


\f'1 

J 1, 


(t)\c/t. 


Nous  avons  donc 

JJ.+  1 


/I  =  (A—  1 


<£ 


f*J 


un 


L(p-2)s4      (f*  —  1)2      (fx  +  1)5 

K=    C  \l{t)\dt; 


'] 
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i  fig 


de  sorte  que 


n  =  u  —  i 


<£ 


($)'+«  +  . +  k] 


On  peut  donc  prendre  jjl  >»  jjl,  >  ■>./<,  assez  grand  pour  que  la  somme 
de  la  série  (5  )  soit  inférieure  en  valeur  absolue  à  3.  quelque  petit  que 
soit  s  donné  à  l'avance.  Le  lemme  est  établi. 


k.   Pour  démontrer  enfin  le  théorème  annoncé  de  Riemann,  consi- 


dérons l'intégrale 


277    / 


.a  i  2it 


KOXDap 


■>.  Il  -+-  I 


SI  II 


(0  —  t) 


B—t 


sin 


tll 


où  l(t)  —  i  —  o  dans  l'intervalle  (&,  c)  et  X(£)  =:  i  dans  les  autres 
points  île  l'intervalle  (a,  a  -+-  271).  On  suppose  bien  entendu  que 
(a,  y.  -+-  27r)  contienne  (6,  c).  De  plus,  nous  pouvons  compléter  évi- 
demment la  définition  del(t)  de  façon  qu'il  ait  la  période  277.  Par 
hypothèse  X(  9)  —  o. 

En  effectuant  la  dérivation  indiquée  dans  l'intégrale,  on  obtient 


.X  l-27t 


277 


,  /  2//  -+-  iV     /'  _.  .  .2/1-1-1,. 

I„(0)=— (  -— — )     /  F(Oa,(/)mh-  (0  —  0 


<// 


a 

.a  -t-  2  rc 


-(J«  +  |)    /  F(t)lt(t)  COS  -  -/u// 

•   a 

J,a+2n 
F(OA,(0«n  '  (O-t)dl, 


après  avoir  pose 


>,(/) 


>.(/) 


sin 


5-/ 


-.m  — 


SIN 


Comme  À(0)  =  A'(0):=.  .  .  =  aiv(0)  =  o  et  XT(0  est  continu.',  les 
fonctions  A,(/),   A8(0   et  X3(0   satisfont   aux   conditions   du    lemme 
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établi   précédemment,   les    trois    intégrales    'respondantes   tendent 

donc  vers  o  pour  n=  oc  : 

1  II  -r-  i 


lin,     I 


a  i  27: 


tl  I  - 


-III 


{8  -t) 


fj  —  t 


ill     =o. 


Enfin,   d'après   la   construction   de  /.(t),    l'intégrale    précédente   se 
décompose  en  deux 

.     2  n  -+-  I 
,a  i  2  n 


I»(8) 


F(0 


9-0 


>7T     '. 


rt* 


.   d  —  t 
■m  — 


Mil   -  -(0  /  ) 


^ 


.    9  —  / 

SI!)  • 


fil. 


Si  l'on  ajoute  encore  que,  selon  la  formule  (3).  la  première  intégrale 
du  second  membre  est  égale  à  la  somme  A,  H-  A., +  .  .  .  +  A/M  le  théo- 
rème de  Riemann  se  trouve  démontré. 

Le  théorème  ainsi  établi  nous  fournit  une  condition  à  la  fois  néces- 
saire et  suffisante  de  la  convergence  d'une  série  trigonométrique  dont 
les  coefficients  tendent  vers  o,  savoir  que  l'intégrale  (4)  ait  une  limite 
bien  déterminée  pour  n  —  x.  C'est  sous  cette  forme  que  nous  nous 
sommes  servis  dans  le  texte  du  théorème  de  Riemann. 

Remarquons  enfin  que  ce  résultat  est  absolument  indépendant  de 
toute  théorie  de  la  série  de  Fourier. 
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